PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Sérgio Queiroz de Medeiros

Correspondéncia entre PEGs e Classes de
Gramaticas Livres de Contexto

Tese de Doutorado

Tese apresentada ao Programa de Pds—graduacao em Informatica
do Departamento de Informatica da PUC-Rio como requisito
parcial para obtencao do titulo de Doutor em Informatica

Orientador: Prof. Roberto lerusalimschy

Rio de Janeiro
Agosto de 2010


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611957/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Sérgio Queiroz de Medeiros

Correspondéncia entre PEGs e Classes de
Gramaticas Livres de Contexto

Tese apresentada ao Programa de Pds—graduacao em Informatica
do Departamento de Informatica do Centro Técnico Cientifico
da PUC-Rio como requisito parcial para obtencdo do titulo de
Doutor em Informatica. Aprovada pela Comissdo Examinadora
abaixo assinada.

Prof. Roberto lerusalimschy
Orientador
Departamento de Informdatica — PUC-Rio

Prof. Edward Hermann Haeusler
Departamento de Informdatica — PUC-Rio

Prof. Noemi de La Rocque Rodriguez
Departamento de Informdatica — PUC-Rio

Prof. Alex de Vasconcellos Garcia
Instituto Militar de Engenharia — IME

Prof. Anamaria Martins Moreira
Universidade Federal do Rio Grande do Norte — UFRN

Prof. José Eugenio Leal
Coordenador Setorial do Centro Técnico Cientifico — PUC-Rio

Rio de Janeiro, 18 de Agosto de 2010


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611957/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Todos os direitos reservados. E proibida a reproducao total
ou parcial do trabalho sem autorizacao da universidade, do
autor e do orientador.

Sérgio Queiroz de Medeiros

Graduou-se em Ciéncia da Computacao na Universidade
Federal do Rio Grande Norte (UFRN), onde também fez
mestrado em Sistemas e Computagao. Durante o douto-
rado, na PUC-Rio, trabalhou na area de Linguagens de Pro-
gramacao.

Ficha Catalografica

Medeiros, Sérgio Queiroz de

Correspondéncia entre PEGs e Classes de Gramaticas
Livres de Contexto / Sérgio Queiroz de Medeiros; orientador:
Roberto lerusalimschy. — 2010.

86 f. ; 30 cm

Tese (doutorado) - Pontificia Universidade Catdlica do
Rio de Janeiro, Departamento de Informatica, 2010.

Inclui bibliografia.

1. Informatica — Teses. 2. Gramaticas de ExpressGes de
Parsing. 3. Expressdoes Regulares. 4. Gramaticas Livres de
Contexto. 5. Semantica Natural. 6. LL(1). 7. LL(k)-Forte.
. lerusalimschy, Roberto. Il. Pontificia Universidade Catdlica
do Rio de Janeiro. Departamento de Informatica. Ill. Titulo.

CDD: 004


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611957/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Agradecimentos

Primeiro, gostaria de agradecer a Roberto pelos anos de orientagao e por
me motivar a tentar fazer um trabalho melhor.

Agradego também a todo mundo do LabLua. Em especial, gostaria de
agradecer a Fabio que esteve sempre por aqui e ajudou em varios momentos
da pesquisa.

Gostaria de agradecer aos meu pais e as minhas irmas, que mesmo longe
estao comigo.

Agradeco a todos os companheiros de reptiblica, em especial a Bruno.

Gostaria de agradecer a todos os amigos, aos antigos e aos que fiz nesses
anos de Rio.

Agradeco a Marcia pelo apoio, pelo carinho e pelo sorriso.

Finalmente, gostaria de agradecer ao CNPq, ao Tecgraf e a PUC-Rio

pela ajuda financeira e pelo bom ambiente de trabalho.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611957/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Resumo

Medeiros, Sérgio Queiroz de; lerusalimschy, Roberto. Corres-
pondéncia entre PEGs e Classes de Gramaticas Livres de
Contexto. Rio de Janeiro, 2010. 86p. Tese de Doutorado — De-
partamento de Informatica, Pontificia Universidade Catolica do Rio
de Janeiro.

Gramaticas de Expressoes de Parsing (PEGs) sdo um formalismo que
permite descrever linguagens e que possui como caracteristica distintiva
o uso de um operador de escolha ordenada. A classe de linguagens descrita
por PEGs contém propriamente todas as linguagens livres de contexto de-
terministicas. Nesta tese discutimos a correspondéncia de PEGs com dois
outros formalismos usados para descrever linguagens: expressoes regulares
e Gramaticas Livres de Contexto (CFGs). Apresentamos uma formalizagao
de expressoes regulares usando semantica natural e mostramos uma trans-
formacao para converter expressoes regulares em PEGs que descrevem a
mesma linguagem; essa transformacao pode ser facilmente adaptada para
acomodar diversas extensoes usadas por bibliotecas de expressoes regu-
lares (e.g., repeticao preguicosa e subpadroes independentes). Também ap-
resentamos uma nova formalizacao de CFGs usando semantica natural e
mostramos a correspondéncia entre CFGs lineares a direita e PEGs equi-
valentes. Além disso, mostramos que gramaticas LL(1) com uma pequena
restricao descrevem a mesma linguagem quando interpretadas como CFGs
e quando interpretadas como PEGs. Por fim, mostramos como transformar
CFGs LL(k)-forte em PEGs equivalentes.

Palavras—chave
Gramaticas de Expressoes de Parsing; Expressoes Regulares;
Gramadticas Livres de Contexto; Semantica Natural; LL(1); LL(k)-Forte.
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Abstract

Medeiros, Sérgio Queiroz de; lerusalimschy, Roberto. Corres-
pondence between PEGs and Classes of Context-Free
Grammars. Rio de Janeiro, 2010. 86p. DSc Thesis — Department
of Informatica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Parsing Expression Grammars (PEGs) are a formalism that allow us to
describe languages and that has as its distinguishing feature the use of
an ordered choice operator. The class of languages described by PEGs
properly contains all deterministic context-free languages. In this thesis
we discuss the correspondence between PEGs and two other formalisms
used to describe languages: regular expressions and Context-Free Grammars
(CFGs). We present a new formalization of regular expressions that uses
natural semantics and we show a transformation to convert a regular
expression into a PEG that describes the same language; this transformation
can be easily adapted to accommodate several extensions used by regular
expression libraries (e.g., lazy repetition and independent subpatterns). We
also present a new formalization of CFGs that uses natural semantics and we
show the correspondence between right linear CFGs and equivalent PEGs.
Moreover, we show that LL(1) grammars with a minor restriction define the
same language when interpreted as a CFG and when interpreted as a PEG.
Finally, we show how to transform strong-LL(k) CFGs into PEGs that are

equivalent.

Keywords

Parsing Expression Grammars; Regular Expressions; Context-Free

Grammars; Natural Semantics; LL(1); Strong-LL(k).
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Soneto do desmantelo azul

Entao, pinter de azul os meus sapatos
por nao poder de azul pintar as ruas,
depois, vesti meus gestos insensatos

e colori as minhas maos e as tuas.

Para extinguir em nos o azul ausente
e aprisionar no azul as coisas gratas,
enfim, nos derramamos simplesmente
azul sobre os vestidos e as gravatas.

E afogados em nos, nem nos lembramos
que no excesso que havia em nosso espaco
pudesse haver de azul também cansaco.

E perdidos de azul nos contemplamos
e vimos que entre nos nascia um sul
vertiginosamente azul. Azul.

Carlos Pena Filho, Livro Geral.
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1
Introducao

Gramadticas de Expressoes de Parsing (Parsing Ezpression Grammars
— PEGs) foram propostas em 2002 por Ford [Ford, 2002, 2004] como um
formalismo para descrever linguagens. Segundo Ford, o uso de PEGs para
descrever linguagens livres de contexto nao ambiguas ¢ mais adequado do que
o uso de Graméticas Livres de Contexto (Context-Free Grammars — CFGs),
uma vez que PEGs nao permitem expressar ambiguidade. Ainda segundo Ford,
outra vantagem de PEGs em relacao a CFGs é a possibilidade de usarmos
uma Unica graméatica para descrever os elementos léxicos e sintaticos de uma
linguagem.

PEGs sao fortemente baseadas em dois formalismos desenvolvidos an-
teriormente por Alexander Birman [Birman, 1970, Birman e Ullman, 1973]
e que foram depois denominados de Top-Down Parsing Language (TDPL) e
Generalized Top-Down Parsing Language (GTDPL) por Aho e Ullman [Aho e
Ullman, 1972].

A caracteristica distintiva de PEGs em relagao a outros formalismos
usados para descrever linguagens, tais como expressoes regulares e CFGs, é
o uso de um operador de escolha ordenada.

Com PEGs podemos descrever todas as linguagens LR(k), isto é, a classe
de linguagens livres de contexto deterministicas. Além disso, através de PEGs
podemos descrever também linguagens que nao sao livres de contexto, como
a™b™c™, embora seja um problema em aberto se PEGs descrevem todas as
linguagens que podem ser descritas por CFGs, isto é, se PEGs descrevem a
classe de linguagens livres de contexto.

Apesar de PEGs descreverem todas as linguagens LR(k), ndo existe
uma abordagem formal para obter a partir de uma CFG deterministica uma
PEG equivalente, isto é, uma PEG que descreve a mesma linguagem. O
método usual de obter uma PEG a partir de uma CFG consiste em fazer uma
tradugao manual da CFG em uma PEG, ou seja, ¢ um processo de tentativa e
erro [Redziejowski, 2008].

Acreditamos que uma abordagem mais rigorosa para tratar da corres-

pondéncia entre CFGs e PEGs é necessaria e apresenta algumas vantagens.
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Capitulo 1. Introducdo 12

Em primeiro lugar, nos ajudaria a formalizar uma transformagao entre CFGs
e PEGs equivalentes. Em segundo lugar, poderiamos aplicar parte do conhe-
cimento atual sobre CFGs (lemas, ferramentas, etc.) para o ambito de PEGs.
E por fim, teriamos um melhor entendimento da classe de linguagens descrita
por PEGs.

Para estudar a correspondeéncia entre classe de CFGs e PEGs, iremos usar
novas formalizacoes de PEGs e CFGs. Essas novas formalizacoes sao baseadas
em semantica natural [Kahn, 1987, Winskel, 1993], também conhecida como
semantica operacional big step [Turbak e Gifford, 2008|.

Adotamos essa abordagem para tentar diminuir a distancia entre as
defini¢oes de CFGs e PEGs, pois uma formalizacao de CFGs mais proxima da
formalizacao de PEGs nos permite ver de maneira mais clara as similaridades
e as diferencas entre as semanticas desses formalismos.

Nesta tese, vamos estabelecer uma correspondéncia de PEGs com lingua-
gens regulares e linguagens LL(k)-forte.

Uma maneira de representar linguagens regulares é através de expressoes
regulares, cuja forma sucinta é muito usada em bibliotecas de casamento de
padrdes (pattern matching) [Friedl, 2006, Goyvaerts e Levithan, 2009], também
conhecidas como bibliotecas regexr. Assim, vamos definir a equivaléncia entre
expressoes regulares e PEGs, e apresentar uma transformacao entre expressoes
regulares e PEGs equivalentes. Para alcangar esse objetivo, usaremos uma nova
formalizacao de expressoes regulares que, assim como as novas formalizagoes
de PEGs e CFGs que iremos apresentar, ¢ baseada em semantica natural. A
transformagao entre expressoes regulares e PEGs equivalentes que mostraremos
pode ser facilmente adaptada de modo a acomodar diversas extensoes usadas
por bibliotecas de casamento de padroes, tais como repeticao preguicosa e
subpadroes independentes, como mostrado em Oikawa et al. [2010].

Outra maneira de representar linguagens regulares é através de CFGs
lineares a direita. A correspondéncia entre CFGs lineares a direita e PEGs foi
apontada por lerusalimschy [lerusalimschy, 2009], porém uma prova detalhada
nao foi apresentada. Apresentamos aqui uma investigagao mais detalhada desse
problema, e estabelecemos a correspondéncia entre CFGs lineares a direita e
PEGs equivalentes.

Apresentamos também um estudo da correspondéncia entre CFGs LL(1)
e PEGs. Uma motivacao para esse estudo é que ha uma intuicao geral de que
gramaticas LL(1) definem a mesma linguagem quando interpretadas como

CFGs e quando interpretadas como PEGs !. Embora essa intuicao geral exista,

Veja esta discussao de 2005 a respeito de CFGs LL(1) e PEGs na lista comp.compilers:
http://compilers.iecc.com/comparch/article/05-08-115.
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Capitulo 1. Introducdo 13

nenhuma andlise mais profunda sobre a veracidade dessa correspondéncia foi
realizada.

O nosso objetivo é provar que gramaticas LL(1), com uma pequena
restricao na ordem das alternativas de uma escolha, realmente definem a
mesma linguagem quando interpretadas como CFGs e quando interpretadas
como PEGs. Além disso, vamos estudar a correspondéncia entre CFGs LL(k)-
forte e PEGs, e mostrar como a partir de uma CFG LL(k)-forte é possivel

obter uma PEG equivalente que possui a mesma estrutura da CFG original.

1.1
Visao Geral de PEGs

Nesta segao, iremos apresentar uma visao geral de PEGs. Durante essa
apresentacao, vamos usar como exemplo uma PEG que descreve a proépria
sintaxe de PEGs. Esse exemplo, embora seja um pouco complexo, usa varias
das construgoes de PEGs e é préoximo de PEGs usadas em aplicagoes praticas.

Na figura 1.1, podemos ver o exemplo da PEG que descreve a sintaxe de
PEGs. Essa figura é uma adaptacao de uma figura que aparece no trabalho de
Ford [Ford, 2004].

Uma PEG consiste de um conjunto de definigoes da forma A -> p, onde
A é um nao terminal (ou variavel), e p, o lado direito de uma definigao, é uma
expressao de parsing, que discutiremos no préximo capitulo?. Podemos ver
que a descricao de uma PEG é muito parecida com uma descricao na Forma
de Backus-Naur Estendida (Extended Backus-Naur Form — EBNF) [Wirth,
1977, 1SO].

Nas linhas 1-12 da figura 1.1 temos as definigoes dos elementos sintaticos,
e nas linhas 13-36 dessa figura temos as definicoes dos elementos léxicos. Vamos
discutir primeiro as definigoes dos elementos léxicos.

Na linha 13, temos um comentario. Comentarios sao indicados pelo
simbolo # e estendem-se até o final da linha corrente.

Nas linhas 14-23, definimos variaveis que representam um simbolo se-
guido de espacgos. De modo geral, as defini¢oes de elementos léxicos usam a
variavel Spacing, definida na linha 25, para casar os espagos a direita de um
elemento léxico. Em virtude disso, ao descrever os elementos sintaticos de
uma PEG precisamos casar apenas os espagos que aparecem no comego da
gramatica.

Na linha 14, definimos a variavel RIGHTARROW , que consiste do
simbolo —> seguido de espacos.

Na linha 15, temos o simbolo /, que é o operador de escolha em PEGs.

2Em definicées, Ford usa o simbolo <- ao invés do simbolo ->.
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01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

# Sintaxe hierdrquica

Grammar ->
Definition ->

Expression ->

Spacing Definition+ EndOfFile
Identifier RIGHTARROW Expression

Sequence (SLASH Sequence)*

Sequence  -> Prefix*

Prefix -> (AND / NOT)? Suffix

Suffix -> Primary (QUESTION / STAR / PLUS)?

Primary -> Identifier !RIGHTARROW
/ OPEN Expression CLOSE
/ Literal / Class / DOT

# Sintaxe léxica

RIGHTARROW -> ’->’ Spacing

SLASH -> ’/? Spacing

AND -> ’&’ Spacing

NOT -> ’1’ Spacing

QUESTION -> ’?’ Spacing

STAR -> ’x’ Spacing

PLUS -> ’+’ Spacing

OPEN -> ?(’ Spacing

CLOSE -> )’ Spacing

DOT -> ’.’ Spacing

Spacing -> (Space / Comment)x*

Comment  -> ’#’ (!EndOfLine .)* EndOfLine

Space -> 2 2 / °\t’ / EndOfLine

End0fLine -> ’\r\n’ / ’\n’ / ’\r’

EndOfFile ->

Identifier ->

Literal ->

/
Class ->
Range ->
Char ->

Figura

la-zA-Z_] ([a-zA-Z_] / [0-9])* Spacing

wom (1wom Char)* "’" Spacing
>nwo (12" Char)* ’"’ Spacing
’[> (1]’ Range)* ’]’ Spacing
Char ’-’ Char / Char

AN L/ AN,

1.1: PEG que Descreve a Sintaxe de PEGs
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Capitulo 1. Introducdo 15

Nas linhas 16 e 17, aparecem, respectivamente, os simbolos & e !. O
simbolo & ¢é o operador de um predicado de afirmagao, enquanto que o simbolo
I é o operador de um predicado de negacao.

Nas linhas 18-20, temos os operadores de repeticao 7, *, e 4. Assim
como em bibliotecas regex, o operador 7 indica um casamento opcional (zero
ou uma repeticdo). O operador * indica zero ou mais repeticoes, enquanto que
+ indica uma ou mais repeticoes.

Fechando esse bloco de defini¢oes, na linha 23 temos o simbolo . que é
usado para casar qualquer caractere.

Em seguida, nas linhas 25-29, definimos espagos, comentarios, fim de
linha e fim de arquivo. Note que na linha 29 usamos o predicado !. para definir
o fim de arquivo. Como a expressao . casa qualquer caractere, a negagao dessa
expressao sO casa quando a entrada nao possui mais nenhum caractere.

Na linha 31, temos a definicao de um identificador. Um identificador
¢ uma letra ou sublinhado seguido por zero ou mais letras, sublinhados ou
digitos. Note o uso da varidvel Spacing para casar os espagos a direita de um
identificador.

Nas linhas 32-33, temos a definicao de um literal. Um literal consiste
de zero ou mais caracteres delimitados por aspas simples ou duplas. Nessa
definicao usamos o predicado de negagao. O casamento da expressao !"'" é
bem sucedido quando o proximo caractere da entrada é diferente de ’. De

I’"? é bem sucedido quando o proximo caractere

modo analogo, o casamento de
da entrada é diferente de ". Assim, temos que a expressao (I'"’ Char)x casa
enquanto o préximo caractere da entrada é diferente de ".

A linha 34 apresenta a definigao de classes de caracteres, uma construcao
que também estd presente em bibliotecas regex. Assim como nessas bibliotecas,
classes de caracteres sao delimitadas por colchetes e podem conter zero ou mais
intervalos, que sao definidos na linha 35. Exemplos de intervalos sao a-z e 0-9.
Ao contréario de classes de caracteres usadas em bibliotecas regex, as classes
de caracteres de PEGs nao possuem um operador de complemento. Apesar
dessa limitagao, é possivel obter o complemento de uma classe de caracteres
em PEGs usando o predicado de negagao. Por exemplo, como o simbolo . casa
qualquer caractere, temos que a expressao (![0-9].) casa qualquer caractere
que nao é um digito.

Na linha 36, temos a definicao de um caractere. Nessa linha, usamos o
literal *\\’ para casar o simbolo \, que é usado em PEGs para indicar um
caractere de escape. Exemplos de caracteres de escape sdo \n e \t.

Agora, vamos discutir as definicbes dos elementos sintaticos nas linhas
1-12 da figura 1.1.
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Na linha 1 temos um comentario, e na linha 2 temos a definicao de
uma gramatica. Uma gramatica consiste de espagos seguidos por uma ou mais
definicoes seguidas pelo fim de arquivo.

A linha 3 nos diz que uma defini¢ao consiste de um identificador seguido
por —> seguido por uma expressao.

A linha 5 possui a definicao de uma expressao. Uma expressao é uma
sequéncia seguida por zero ou mais sequéncias separadas pelo operador de
escolha.

Na linha 6 definimos uma sequéncia como zero ou mais prefixos, e na
linha 7 temos a definicdo de um prefixo. Um prefixo consiste de um sufixo
opcionalmente precedido por um dos operadores de predicado.

Na linha 8, definimos um sufixo como uma expressao primdria opcional-
mente seguida por um dos operadores de repeticao.

As linhas 9-11 possuem a definicao de uma expressao primaria. Na linha
9, usamos o predicado de negagao ! para indicar que quando uma expressao
primaria é um identificador, esse identificador nao pode ser seguido por ->.
Essa restricao evita que a expressao no lado direito de uma definicao case o
identificador da proxima defini¢gao. Sem essa restricao, no exemplo a seguir o

identificador D seria parte da definicao de A:
A->BC D -> ’d’

Continuando a definicao de expressao primadria, temos que uma expressao
primaria pode ser uma expressao entre parénteses, um literal, uma classe de
caracteres, ou DOT'| que casa qualquer caractere.

Dada essa visao geral da sintaxe de PEGs, vamos discutir agora um pouco
mais da semantica de PEGs, e quais sao as vantagens e desvantagens de PEGs
em relacao a CFGs e expressoes regulares.

Como vimos no exemplo da figura 1.1, PEGs usam o simbolo / para
representar uma escolha. ao invés do simbolo | usado em descrigoes EBNF de
CFGs. Essa mudanca busca enfatizar que em PEGs a ordem das alternativas
de uma escolha é importante, pois tentamos casar a primeira alternativa de
uma escolha antes da segunda. Se o casamento da primeira alternativa de uma
escolha é bem sucedido, o casamento da segunda alternativa nao é realizado.
Em virtude disso, o parser obtido a partir de uma PEG faz menos backtracking
do que o parser obtido a partir de uma CFG. Contudo, isso implica em um
maior cuidado quando uma alternativa de uma escolha casa prefixos de outra
alternativa. Na PEG da figura 1.1, esse é o caso da escolha na linha 35, no
lado direito da definicao de EndO f Line. Nessa escolha, temos que a alternativa
“\r’ casa um prefixo da alternativa ‘\r\n’, e por causa disso deve ser listada

apos esta alternativa.
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Uma consequéncia da escolha ordenada é que em PEGs, ao contrario de
expressoes regulares, as repetigoes sao possessivas. Isso quer dizer que uma
repeticao casa a maior porcao possivel da entrada, sem levar em conta a
expressao que segue a repeticao. Com o uso da escolha ordenada, podemos
expressar a semantica usual de p* através da regra abaixo, onde ’’ é uma

expressao que casa a cadeia vazia:
A -> pA / )

A regra anterior nos diz que primeiro tentamos casar a expressao p, e s
quando esse casamento nao ¢ bem sucedido é que casamos a cadeia vazia, cujo
casamento sempre é bem sucedido. Assim, o casamento de uma expressao como
’a’x’a’ nunca ¢ bem sucedido, como mostramos a seguir. Essa expressao pode

ser reescrita como abaixo:
A -> B )a) B -> )a; B / )

Dada a PEG anterior, para qualquer entrada da forma a", temos que
todos os as da entrada serao casados pela varidvel B, uma vez que a primeira
alternativa da escolha ordenada de B sempre casa uma entrada que comega
com a. Assim, a cadeia de entrada estara vazia ao tentarmos casar a expressao
’a’ que segue a variavel B, e portanto o casamento da variavel A ird falhar.

Apesar de termos somente repetigoes possessivas em PEGs, é possivel
definir outros tipos de repetigdes, como a gulosa e a preguicosa, através de
construcoes apropriadas, como discutimos a seguir. Na discussao abaixo, vamos
considerar que pl é a expressao que esta sendo repetida, e que p2 é a expressao
que segue pl.

Para definir uma repeticao gulosa, devemos construir uma PEG onde a
expressao pl casa o maior nimero possivel de vezes, desde que a expressao p2

também case. A seguinte PEG define esse tipo de repetigao:
A -> plA / p2

J& para definir uma repeticao preguicosa, devemos construir uma PEG
onde a expressao pl casa o menor numero possivel de vezes, desde que a

expressao p2 também case. A PEG a seguir define essa repeticao:
A ->p2 / plA

Podemos ver que a definicao de repeticao preguicosa é bastante parecida
com a definicao de repeticao gulosa. A tnica diferenca entre as duas defini¢oes
¢ a ordem das alternativas da escolha ordenada. Na repeticao gulosa, tentamos

casar primeiro a expressao pl que estd sendo repetida, enquanto que na
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repeticao preguicosa tentamos casar primeiro a expressao p2 que segue a
repeticao.

Dado que em PEGs os operadores de repeticao sao possessivos, nao
precisamos de uma regra adicional de casamento mais longo, como a usada
por analisadores léxicos baseados em expressoes regulares, para descrever
elementos léxicos tais como identificadores. Da mesma forma, como a escolha
¢ ordenada em PEGs, nao precisamos da regra adicional de definicao mais
acima usada por esses analisadores 1éxicos quando mais de uma definicao de
um elemento léxico casa uma dada entrada.

Como vimos anteriormente, PEGs possuem os operadores de predicado
& e 1. O casamento de uma expressao da forma &p é bem sucedido quando o
casamento de p é bem sucedido, enquanto que o casamento de uma expressao
da forma !p é bem sucedido quando o casamento de p nao é bem sucedido.
O casamento de um predicado nao consome caracteres da cadeia de entrada.
Assim, os operadores & e ! oferecem um lookahead ilimitado, o que facilita a
descrigao de algumas linguagens.

Podemos ver o operador & como um agicar sintatico, uma vez que a
expressao &p pode ser definida como !!p.

A seguir, mostramos o exemplo de uma PEG que usa predicados e

descreve a linguagem a”b"c", que nao ¢é livre de contexto, onde n > 1:

S -> &(A ’c’) ’a’*x B !.
A ->’a A ’b’ / ’ab’
B —> )'b) B ,C’ / ’bC)

Na PEG anterior, ao definirmos S usamos o predicado &A para testar
se o comego da cadeia de entrada possui n as seguidos por n bs seguidos por
um c. Em caso afirmativo, casamos os as da entrada, e depois tentamos casar
uma sequéncia de n bs seguidos por n cs. Por fim, usamos o predicado !.
para testar se todos os caracteres da entrada foram consumidos, e portanto
todos os cs foram casados.

Devido principalmente ao uso de predicados e de repeticoes possessivas,
PEGs permitem descrever com a mesma facilidade os elementos léxicos e
sintaticos de uma linguagem, como vimos no exemplo da figura 1.1. No caso
de CFGs, embora teoricamente seja possivel descrever os elementos léxicos
de uma linguagem, essa nao é uma abordagem pratica, como mostrado por
Ford [Ford, 2002].

Por fim, uma vantagem de PEGs em relacao a CFGs ¢ a facilidade para
obtermos um parser a partir de uma gramatica, pois ao descrevermos uma

linguagem através de PEGs estamos também descrevendo um parser para a
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mesma. No caso de CFGs, dada uma CFG G, nem sempre é possivel obter
um parser para a linguagem de G através de ferramentas como Yacc [Levine
et al., 1992] e ANTLR [Parr e Quong, 1995, Parr, 2007], uma vez que G pode
nao pertencer a classe de graméticas para a qual a ferramenta oferece suporte,
como LALR(1), LL(1), ou LL(k)-forte. Em resumo, temos que é trivial obter
um parser a partir de uma PEG, ao passo que pode ser uma tarefa dificil obter

um parser a partir de uma CFG.

1.2
Organizacao da Tese

O préximo capitulo mostra a formalizacao original de Gramaticas de
Expressoes de Parsing e apresenta uma nova formalizagao de PEGs usando
semantica natural. No capitulo 3, discutimos a correspondéncia entre ex-
pressoes regulares e PEGs, apresentamos uma formalizacao de expressao regu-
lares usando semantica natural, e mostramos uma transformacgao para obter
uma PEG equivalente a partir de uma dada expressao regular. No capitulo 4,
apresentamos uma nova formalizacao de CFGs, baseada em seméantica natural,
e discutimos a correspondéncia entre PEGs e CFGs lineares a direita, LL(1) e
LL(k)-forte. Por fim, no capitulo 5, discutimos alguns trabalhos relacionados

(§ apresentamos as nossas conclusoes.
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2
Gramaticas de Expressoes de Parsing

Neste capitulo vamos rever a definicao de Gramaticas de Expressoes de
Parsing (Parsing Expression Grammars — PEGs). Além disso, apresentaremos
uma nova formalizacao de PEGs, baseada em semantica natural, que usaremos
ao longo da tese.

Na secao 2.1 mostramos a formalizacao original de PEGs dada por Ford,
e na secao 2.2 mostramos a relacao usada por Ford para interpretar PEGs.
Finalmente, na secao 2.3, apresentamos a nossa formalizacao de PEGs baseada

em semantica natural.

2.1
Definicao de PEGs

Segundo Ford [Ford, 2004], uma PEG é uma tupla G = (V, T, P, pg),
onde V' é um conjunto finito de ndo terminais (também chamados de varidveis),
T é um conjunto finito de terminais, P é uma funcao de nao terminais em
expressoes de parsing, e pg ¢ a expressao de parsing inicial.

Ao longo do texto, iremos usar também o termo gramdtica ao nos
referirmos a uma PEG.

Uma expressao de parsing p pode ser definida indutivamente como
mostrado a seguir, onde a € T, A € V, e p; e py também sao expressoes
de parsing:

p=cl|al|A|pp| /0| | ;m

Na definigao acima, temos que € é uma expressao que casa a cadeia vazia,
a é um terminal, A é um nado terminal, p; ps é uma concatenagao, p; / ps é
uma escolha ordenada, p;} é uma repeticao, e !p; é um predicado de negagao.

* ¢ a mais alta, seguida pela prioridade do

A prioridade do operador
operador !. A seguir, temos a prioridade da concatenagao, e por tltimo temos
a prioridade da escolha ordenada. A concatenacao e a escolha sao operacoes
associativas, de modo que podemos interpretar a escolha p;/ ps/ ps tanto
como p;/ (p2/ p3) quanto como (p;/ p2)/ p3 sem alterar o seu resultado.
Por motivos que veremos mais adiante, iremos considerar uma associatividade

mais a direita para a concatenacao e para a escolha.
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Seguindo Ford [Ford, 2004], esse conjunto basico de expressoes de parsing
que apresentamos nao contém algumas expressoes que vimos na figura 1.1, tais
como ., p?, p+, e &p, pois estas expressoes podem ser vistas como um agucar
sintatico. A seguir discutimos como podemos reescrever alguns dos agucares
sintaticos que aparecem na figura 1.1.

A expressao de parsing . casa qualquer terminal da entrada e pode ser
reescrita como uma escolha ordenada de todos os elementos do conjunto de
terminais.

Uma expressao da forma "ajas---a,", que casa cada terminal a; em
sequencia, pode ser reescrita como uma concatenagao ajas --- a,, enquanto
que uma classe de caracteres [ajas - - - ay,]|, que casa algum caractere a;, pode
ser reescrita como uma escolha ordenada ay /as/ -+ / ay.

A expressao de parsing p? representa um casamento opcional e pode ser
reescrita como p/e. Jé a expressao p+, que casa p uma ou mais vezes, pode
ser reescrita como pp*.

Por fim, a expressao de parsing &p é um predicado que casa quando p
casa e falha quando o casamento de p falha. A expressao &p pode ser reescrita
como !!p.

Ao longo do texto, usaremos G para representar uma gramaética e p para
representar uma expressao de parsing. Letras mintsculas do inicio do alfabeto,
como a e b, serao usadas para representar terminais; letras minusculas do
final do alfabeto, como z e y, para representar cadeias (possivelmente vazias)
de terminais; e letras maiusculas do inicio do alfabeto, como A e B, para
representar nao terminais.

Dada uma PEG G = (V, T, P, ps), usaremos o termo produgdo ao nos
referirmos a um par (A, p) € P. Iremos representar uma produgao (A, p)
como A — p.

Dada uma gramética G = (V, T, P, pg), usaremos a notacao G|[pj]
para representar uma nova gramatica G' = (V, T, P, p), ou seja, G’ é uma
gramatica com o mesmo conjunto de terminais, nao terminais e produgoes de

(G, mas que possui ps como expressao de parsing inicial.

2.2
Interpretacao de PEGs Usando a Relacao =

Na formalizagao original de PEGs [Ford, 2004], o significado de uma
gramatica G é dado pela relacao =, que é baseada no trabalho anterior
de Birman [Birman, 1970, Birman e Ullman, 1973]. Dada uma gramatica
G = (V, T, P, ps), a relagdo =¢ associa pares da forma (p, x) com pares da

forma (n, o), onde p é uma expressao de parsing, x é uma cadeia de entrada,
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n >0 é um contador de passos, e 0 € (T*U{fail}) representa o resultado de

um casamento. Quando um casamento ¢ bem sucedido, a saida o é um prefixo

da entrada z. Caso contrario, a saida é fail.

10.

11.

12.

13.

Ford define a relagao = indutivamente da seguinte maneira:

. Cadeia Vazia: (¢, x) =¢ (1, ¢), para qualquer z.

Terminal (caso de sucesso): (a, ax) =¢ (1, a).

Terminal (caso de falha): (a, bx) = (1, fail) se a # b, e
(a, €) =¢ (1, fail).

. Variavel: (A, z) =¢(n+1,0) se A—p € P e (p, ) =¢(n, o).

Concatenacao (caso de sucesso): se (p1, zyz) =¢ (n1, ) e

(p2, y2) =¢ (n2, y), entdo (p1 P2, vyz) =¢ (N1 +ne + 1, zy).

Concatenagao (caso de falha 1): se (pi, ) =¢ (n1, fail), entdo
(p1p2, ) =¢ (ng + 1, fail).

Concatenacao (caso de falha 2): se (p1, 2zy) =¢ (n1, x) e

(p2, ¥) = (ng, fail), entdo (p1 pa, vy) =g (N1 +ng + 1, fail).

. Escolha Ordenada (caso 1): se (pi,2y) =¢ (ni,z), entao

(p1/ P2y 2y) = (n1 + 1, z).

. Escolha Ordenada (caso 2): se (pi1, x) =¢ (n1, fail) e (po, ) =¢

(ng, 0), entdo (p1 / p2, ) =¢ (N1 +n2+ 1, 0).

Repeticao (caso de repeticao): se (p, zyz) =¢ (n,z) e
(p", y2) = (n2, y), entdo (p*, zyz) =¢ (m +n2 +1, zy).

Repeticao (caso de terminagao): se (p, ) =¢ (n1, fail), entao
(p*, ) =¢ (n1+ 1, ).

Predicado de Negagao (caso 1): se (p, zy) =¢ (n, z), entdo
(Ip, zy) =¢ (n+ 1, fail).

Predicado de Negagao (caso 2): se (p, ) =¢ (n, fail), entao
(!pa lL') e (n_'_ 17 8)'

A relagio =>¢ ¢é entao usada para definir uma nova relagdo =, que

associa pares da forma (p, ) com uma saida o, onde a definigao de =¢, ¢ dada

a seguir:

(p, ) =& o se e somente se existe um n tal que (p, ) =¢ (n, 0)
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De acordo com Ford, podemos definir a linguagem de uma PEG da

seguinte maneira:

Definigao 2.2.1. Dada uma PEG G = (V, T, P, ps), a sua linguagem consiste

das cadeias xy tais que (ps, xy) =& x.

Ao longo do texto, usaremos L(G) para representar a linguagem de uma
PEG G.

Pela definicao anterior, dada uma PEG G, se o casamento de w é bem
sucedido em G, entdo w € L(G), mesmo que somente um prefixo de w tenha

sido consumido nesse casamento.

2.3
Formalizacao de PEGs Usando Semantica Natural

Ao contrario de Ford, que usou as relagoes =¢ e =, usaremos a relagao
25 para dar significado a uma PEG. A definicdo de ~> usa semantica natural,
que é mais adequada para estudar a correspondéncia de PEGs com expressoes
regulares e CFGs pois torna mais explicitas as diferencas e semelhancgas
entre esses formalismos. Nos proximos capitulos da tese, iremos apresentar
formalizacoes de expressoes regulares e CFGs que também usam semantica
natural e iremos estabelecer a correspondéncia de PEGs com expressoes
regulares ¢ CFGs LL(k)-forte.

Definimos ~» como uma relacio (G x T*) x (T* U {fail}), onde ==
relaciona uma gramatica G e uma entrada zy ou com um sufixo y da entrada
ou com fail. Usamos a notacdo G zy ~» X, onde X € (T* U {fail}), para

PEG

indicar que ((G, zy), X) € ~~. A figura 2.1 apresenta a defini¢do da relagao
PEG A~ .
~~ usando semantica natural.
. ~ PEG , ~ 7

Uma diferenga entre as relagoes =¢ e ~~ é que a relagdo = nos da

como resultado de um casamento bem sucedido um prefixo da entrada e um
~ PEG ,

contador de passos, enquanto que a relagao ~~ nos da um sufixo da entrada e

’ ~ PEG
uma arvore de prova. O fato da relagao ~» nos dar um prefixo da entrada ao
invés de um sufixo nao é relevante, pois ela poderia ser facilmente modificada
para nos dar um sufixo da entrada. J& a auséncia do contador de passos em
PEG , ~
~~ se deve ao fato de que a altura da arvore de prova dada por essa relagao
pode ser usada como uma medida da complexidade de um casamento, o que
torna o contador de passos desnecessario.

. . . PEG A~ .

A seguir, discutimos as regras de ~~ e a sua correspondéncia com as
regras da relacao =>¢.

A regra empty.1 trata do caso em que a expressao de parsing inicial da

gramatica representa a cadeia vazia. O casamento dessa expressao de parsing
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P(A)] z 5 X
Cadeia Vazia ———— (empty.1) Variavel GLP(A) imw (var.1)
Glel v ~' = G[A] z ~ X
Terminal —————— (char.1) , b# a(char.2) (char.3)
Gla) az %5 Glb] az %F fail Gla] ¢ 5 fail

Glpi] 2y Sy Glpa) y =5 X
Glpipa) zy 5 X

Glpi] = 5 fail

Glp1 p2] « %5 fail

Concatenacao (con.1) (con.2)

PEG

G S G tail G =X
Escolha Ordenada p] 2y PEyG (ord.1) ] @ > fai PE[EZ] i (ord.2)
Glp1/p2] zy ~'y Glp1/p2] .~ X
PEG PEG
~~> fail ~
Predicado de Negagao Glpl @ Pmal (not.1) Glp) acyPEG J (not.2)
Gllpl x ~ x Gllp] zy ~~ fail

B G PEEf i1 G PEG G * PEG
Repeticao p] meal (rep.1) [p] zyz ~ yz [p*] yz ~ 2

Glp*] x ~ Glp*] zyz 5 2

(rep.2)

Figura 2.1: Definicdo da Relacdo ~» Usando Seméntica Natural

nao consome nenhum terminal da entrada e sempre é bem sucedido. Essa regra
corresponde a regra 1 da semantica de =¢.

As regras char.1, char.2 e char.3 tratam do caso em que a expressao de
parsing inicial de G é um terminal. A regra char.1l corresponde a regra 2 da
semantica de =, e as regras char.2 e char.3 correspondem a regra 3 de =¢.

Quando discutirmos a correspondéncia de PEGs com expressoes regulares
e CFGs lineares a direita usaremos . para representar uma expressao de
parsing que casa qualquer terminal.

A regra var.1 trata do caso em que a expressao de parsing inicial é um
nao terminal A. Essa regra faz com que a expressao de parsing associada com
A seja usada como expressao de parsing inicial da gramatica. O resultado do
casamento dessa expressao de parsing é entao o resultado do casamento de A.
A regra correspondente a var.l na semantica de = ¢é a regra 4.

As regras con.1 e con.2 tratam da concatenacao de expressoes de parsing.
No caso de uma concatenacao p;ps, se o casamento de p; falha, entdo o
casamento da concatenacao falha (regra con.2). Se o casamento de p; é bem
sucedido, o resultado da concatenagao é o resultado do casamento de py (regra
con.l). A regra con.l corresponde as regras 5 e 7 da semantica de Ford, e a

regra con.2 corresponde a regra 6 da semantica de Ford.
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(char.2) (char.1)

G[b] bed %5 cd
Gla/ b] bed %5 ed

Gla] bed %5 fail

(ord.2)

BG

Gle] ed %5 d

(char.1)

Gl(a/b) c] bed %5 d

Figura 2.2: Exemplo de Arvore de Prova Usando a Relagao =

As regras ord.1l e ord.2 tratam da escolha ordenada. No caso de uma
escolha ordenada p;/ ps, se o casamento de p; é bem sucedido, entdo o
casamento da escolha ordenada é bem sucedido (regra ord.1). Se o casamento
da alternativa p; falha, entdo o resultado da escolha ordenada é o resultado
do casamento da alternativa py (regra ord.2). Temos que ord.l1 é a regra
correspondente da regra 8 de =, e que ord.2 corresponde a regra 9 de =¢.

As regras not.1 e not.2 tratam do predicado de negacao. Se o casamento
de uma expressao de parsing p falha, entao o casamento de !p é bem sucedido
(regra not.1). De modo anélogo, se o casamento de p é bem sucedido, entao o
casamento de !p falha (regra not.2). O casamento de !p ndo consome nenhum
terminal da entrada. A regra not.1 corresponde a regra 13 de =, enquanto
que not.2 corresponde a regra 12 de =.

Na secao 4.6.1, ao discutir a correspondéncia entre CFGs LL(k)-forte
e PEGs, usaremos &p como um agucar sintdtico para !!p. O casamento da
expressao de parsing &p é bem sucedido quando o casamento de p é bem
sucedido e falha quando o casamento de p falha. O casamento de &p nao
consome nenhum prefixo da entrada.

Por fim, as regras rep.1 e rep.2 tratam da repeticao de uma expressao
de parsing p. A regra rep.1l trata do caso em que o casamento de p falha.
Nesse caso, o resultado do casamento de p* é a entrada corrente. A regra rep.2
trata do caso em que p casa um prefixo da entrada. Nesse caso, o resultado
do casamento de p* é o resultado do casamento de p* levando-se em conta
o restante da entrada. A regra correspondente a rep.1 em =4 é a regra 11,
enquanto que a regra 10 de = corresponde a regra rep.2.

Na figura 2.2 podemos ver o exemplo de uma &arvore de prova usando as
regras de relagao 5. Nesse exemplo, a cadeia de entrada ¢ bcd, e a expressao
de parsing inicial da gramédtica é (a/b) c. O casamento dessa expressao de
parsing é bem sucedido para a entrada bcd, e o prefixo bc dessa entrada é
casado.

No exemplo da figura 2.2, a gramatica G nao ¢é relevante para o resultado
do casamento, uma vez que a expressao de parsing inicial nao possui nao

terminais. Quando uma expressao de parsing p nao possui nao terminais,

(con.1)
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podemos omitir a gramédtica e representar o casamento de p simplesmente
como p zy ~» X, dado que o resultado desse casamento nio depende da
gramatica.

Dadas as definicoes das relagoes =g e 1233, podemos ver que todas as
regras de = ¢ possuem regras correspondentes em ~ e vice versa. E possivel
entao estabelecer uma correspondéncia entre um casamento em =-g e um

PEG . .
casamento em ~+, como dito a seguir:

Lema 2.3.1. Dada uma PEG G e uma expressao de parsing p, temos que
In - (p, zy) =¢ (n, 0) se e somente se Glp] zy “ X, onde o=z = X =y
e o ="fail & X = fail.

Demonstragao. (=): A prova desta parte é por indugdo no nimero n dado
pela relagao =-¢. Vamos estruturar nossa prova com base nas possiveis regras
da relacao =4 que podem ter sido usadas.

Se a regra 1 foi usada, entao (g, ) =¢ (1, €), e por empty.1 temos que
Gle] = %5 x.

Se a regra 2 foi usada, entao (a, ax) =¢ (1, a), e por char.1 temos que
Gla] az 5 .

Se a regra 3 foi usada, ha dois subcasos dependendo se a entrada é ou nao
vazia. No primeiro subcaso, o casamento foi (a, bx) = (1, fail), onde a # b, e
por char.2 concluimos que G[a] bz <5 fail. No segundo subcaso, o casamento
foi (a, €) =¢ (1, fail), e por char.3 concluimos que Gla] £ =< fail.

Se a regra 4 foi usada, temos que (P(A), ) =¢ (n, 0). Pela hipétese de
induciio temos que G[P(A)] = 5 X, e por var.l concluimos que G[A] z 5
X.

Se aregra 5 foi usada, temos que (p1, zyz) =¢ (m1, ) eque (p2, y2) =¢
(ng, y). Pela hipdtese de indugdo temos que G[pi] zyz X gz e que
Glpa] yz 25 2, e por con.1 concluimos que Glp1 p2] xyz %8z

Se a regra 6 foi usada, temos que (p1, ) =¢ (n1, fail). Pela hipdtese de
inducéo temos que G[py] & =5 fail, e por con.2 concluimos que G[p; po] = ~
fail.

Se a regra 7 foi usada, temos que (p1, 2y) =¢ (n1, ) e que (p2, y) =¢
(ng, fail). Pela hipdtese de inducao temos que G[pi] =y Xy e que
Glps] y ~ fail. Assim, por con.2 concluimos que G[p;ps] xy ~» fail.

Se a regra 8 foi usada, temos que (p1, zy) =¢ (n1, ). Pela hipdtese de
indugao temos que G[p1]| zy =5y, e por ord.1 concluimos que G [p1/p2] zy =
Y.

Se aregra 9 foi usada, temos que (p1, ) =¢ (n1, fail) eque (ps, z) =¢

PEG

(ng, 0). Pela hipdtese de indugao temos que G|p1| z S fail e que Glps] © ~

X, e por ord.2 concluimos que G[py / pas] z ~5 X.
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Se a regra 10 foi usada, temos que (p, xyz) =g (ni, ) e que
(p*, yz) =¢ (na, y). Pela hipdtese de indugao temos que Glp| zyz = yz
e que G[p*| yz 28 2. Assim, por rep.2 concluimos que Glp*] xyz =z

Se aregra 11 foi usada, temos que (p, ) =¢ (n1, fail). Pela hipdtese de
inducao temos que G[p] = == fail, e por rep.1 concluimos que G[p*] = ~= x.

Se a regra 12 foi usada, temos que (p, xy) =¢ (n, x). Pela hipdtese de
indugao temos que Glp| xy %5y, e por not.2 concluimos que G['p] xy =
fail.

Se a regra 13 foi usada, temos que (p, ) =¢ (n, fail). Pela hip6tese de
indugao temos que G[p] x S fail, e por not.1 concluimos que G[lp] = 2.

(«<=): A prova desta parte é por indugao na altura da arvore de prova
dada pela relagao <5, Vamos estruturar nossa prova com base nas possiveis
regras da relacao = que podem ter sido usadas para concluir essa arvore de
prova.

Se a regra empty.1 foi usada, entao p = . Assim, pela regra 1 temos que
(e, 2) =¢ (1, ).

Se a regra char.l foi usada, entao p = a e a entrada é da forma ax.
Assim, pela regra 2 temos que (a, ax) =¢ (1, a).

Se a regra char.2 foi usada, entao p = a e a entrada é forma bz, onde
a # b. Assim, pela regra 3 temos que Gla] bx S fail.

Se a regra char.3 foi usada, entdo p = a e a entrada é da forma €. Assim,
pela regra 3 temos que (a, €) =¢ (1, fail).

Se a regra var.1 foi usada, temos que G[P(A)] & <= X. Pela hipétese
de indugdo temos que (P(A), ) =¢ (n, 0), e pela regra 4 concluimos que
(A, ) =¢ (n+1, o).

Se a regra con.l foi usada, temos que G[pi| zyz =% Yz e que
Glps] yz S X. Pela hipétese de inducio temos que (p1, zyz) =¢ (N1, )
e que (ps2, yz) =¢ (n2, 0). H4 dois subcasos dependendo se o casamento de
po foi ou nao bem sucedido. No primeiro subcaso, pela regra 5 concluimos que
(p1 P2, vyz) =¢ (n1+n2+1, xy). No segundo subcaso, pela regra 7 concluimos
que (p1p2, ) =¢ (ng +ng + 1, fail).

Se a regra con.2 foi usada, temos que G[p;| = 25 fail. Pela hipStese
de indugao temos que (pi, x) =¢ (n1, fail), e pela regra 6 concluimos que
(p1p2, ) =¢ (n1 + 1, fail).

Se a regra ord.l foi usada, temos que Glp] zy = y. Pela hipotese
de indugao temos que (pi, zy) =¢ (n1, z), e pela regra 8 concluimos que
(p1/ p2, ) = (N1 + 1, ).

Se a regra ord.2 foi usada, temos que G[pi] = 25 fail e que

Glps] = %5 X. Pela hipétese de inducdo temos que (p1, z) =¢ (n4, fail)
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e que (pa, ) =¢ (n2, 0), e pela regra 9 concluimos que (p1/ p2, ) =¢
(ng1 +mn9 + 1, 0).

Se a regra rep.1 foi usada, temos que G[p|] x 2% fail. Pela hipdtese
de indugao temos que (p, ) =¢ (ny, fail), e pela regra 11 concluimos que
(p*, z) =¢ (n1 +1, ¢).

Se a regra rep.2 foi usada, temos que G[p] xyz = yz e que
Glp*] yz S 2. Pela hipétese de inducdo sabemos que (p, zyz) =¢ (n1, x)
e que (p*, yz) =¢ (ne, y), e pela regra 10 concluimos que (p*, xyz) =¢
(n1 +mng + 1, zy).

Se a regra not.1 foi usada, temos que G[p|] = 2% fail. Pela hipdtese
de indugdo temos que (p, x) =¢ (n, fail), e pela regra 13 concluimos que
(Ip, ) =¢ (n+1, ¢).

Finalmente, se a regra not.2 foi usada, temos que G[p| zy = y. Pela
hipétese de indugao temos que (p, zy) =¢ (n, z), e pela regra 12 concluimos

que (Ip, zy) =¢ (n+ 1, fail). O

Apés provar a correspondéncia entre as relagbes = e 5, vamos
definir alguns conceitos de PEGs que sao adaptagoes das defini¢oes dadas por
Ford [Ford, 2004] e enunciar alguns lemas.

Primeiro, vamos definir os conceitos de gramaética livre de predicado e

lwre de repeticao.

Definicao 2.3.1. Uma gramdtica ¢é livre de repeticao se ela ndo possui

nenhuma expressao de parsing p*.

Definicao 2.3.2. Uma gramdtica é livre de predicado se ela nao possui

nenhuma expressao de parsing !p.

Agora, vamos definir quando uma escolha ordenada € disjunta:

Definigao 2.3.3. Dada uma PEG G, uma escolha py | p2 de G € disjunta se
temos que Gpi] zy ~ y = Gps] zy ~= fail, e que Gps] zy = y =
Glpi] zy ~5 fail.

Como podemos ver na definicao acima, quando uma escolha é disjunta o
casamento de uma alternativa é bem sucedido para uma dada entrada somente
quando o casamento da outra alternativa nao é bem sucedido para essa entrada.
Se uma escolha é disjunta, a ordem das alternativas nao é relevante.

A seguir, apresentamos a nossa definicao da linguagem de uma PEG:

Defini¢ao 2.3.4. Dada uma PEG G, temos que uma cadeia x € L(G) se e

somente se existe uma cadeia y tal que G xy e Y.
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Dada uma PEG G, seja L(G) a nossa definicdo da linguagem de G e
seja L" (@) a definigao correspondente dada por Ford, temos que as cadeias de
L(G) sao prefixos das cadeias de L"(G).

Como podemos ver, a nossa defini¢ao de linguagem enfatiza o prefixo x da
entrada que foi casado, enquanto que a definicao de Ford d4 uma importancia
maior ao sufixo y da entrada que nao foi casado.

Geralmente, se mudarmos o sufixo y da entrada que nao foi casado,
podemos casar um prefixo diferente da entrada ou obtermos um casamento
que nao é bem sucedido. Por exemplo, dada uma PEG G cuja expressao de
parsing inicial é a !b, temos que essa expressao casa apenas o primeiro terminal
da entrada, mas o segundo terminal da entrada também é importante para
determinar o resultado do seu casamento. Segundo a nossa defini¢do, L(G)
seria apenas {a}, ao passo que L"(G) teria, além de a, cadeias como aa e
acaca.

H4 casos em que o sufixo y nao é importante para determinar o resultado
de um casamento. Por exemplo, dada uma PEG G cuja expressao de parsing
inicial é a escolha disjunta a / b, podemos ver que apenas o primeiro terminal
da entrada é importante para determinar o resultado do casamento dessa
expressao. Nesse caso, temos que L(G) = {a, b}, enquanto que L"(G) teria
cadeias como acc e becc, onde o sufixo cc nao é importante para determinar o
resultado do casamento dessas cadeias.

A nossa definicado da linguagem descrita por uma PEG é mais préxima
da definicao de linguagem que usaremos para expressoes regulares e CFGs.
No caso destes formalismos, o sufixo y nao é importante para determinar o
resultado de um casamento. Como veremos, quando uma CFG ou expressao
regular casa um prefixo z de uma entrada xy, isso implica que para qualquer
sufixo y' é possivel casar o prefixo z de uma entrada da forma zy/’.

Um outro conceito definido por Ford que iremos adaptar é o de gramética

completa, que é dado a seguir:

Definicao 2.3.5. Dada uma PEG G, dizemos que G € completa se para
toda cadeia w temos que G w > X, e portanto existe uma drvore de prova

. . ~ PEG
associada ao casamento de w em G através da relagao ~.

Abaixo, temos o exemplo de uma PEG que nao é completa:
A— Aa/b

Essa PEG nao é completa pois durante o casamento de uma cadeia w, se
substituirmos o nao terminal A pela sua expressao de parsing associada iremos

obter novamente esse mesmo nao terminal A e iremos tentar casar a mesma
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PEG

G[A] w ~
GlAad) w %
GlAa/b w =

PEG

G[A] w ~~

Figura 2.3: Exemplo de Casamento Quando uma PEG nao é Completa

entrada w. Dado que a semantica de 25 é deterministica, entao esse processo
se repetird infinitas vezes e nao ird resultar em uma arvore de prova, como
podemos ver na figura 2.3:

No caso anterior, onde tentamos casar infinitas vezes o mesmo nao
terminal e a mesma entrada, dizemos que a gramatica é recursiva a esquerda,
ou possui produgoes recursivas a esquerda.

Outro exemplo de PEGs que nao sao completas sao gramaticas que
possuem expressoes de parsing da forma p*, onde p casa a cadeia vazia. Nesse
caso, a expressao de parsing p pode casar a cadeia vazia infinitas vezes.

No seu artigo sobre PEGs [Ford, 2004], Ford apresenta uma relagdo que
pode ser usada para determinar se uma gramatica é ou nao completa de acordo
com a sua estrutura. Com base nessa relagao, Ford mostrou que uma gramatica
é completa se ela nao é recursiva a esquerda nem possui expressoes p* onde p
casa a cadeia vazia.

A seguir, vamos enunciar um lema que relaciona a cadeia de entrada
na parte de baixo de uma arvore de prova com a cadeia de entrada de uma

subarvore:

Lema 2.3.2. Dada uma PEG G, se existe um casamento G x ~5 X entdo
para toda subdrvore G y 5 X desse casamento temos que y é um sufizo de

x.

Demonstracao. A prova é por inducao na altura da arvore de prova dada por

PEG PEG , .
~~. Podemos ver que em todas as regras de ~~ este lema ¢ verdadeiro. O

Por sua vez, o lema a seguir relaciona a cadeia resultante na parte de

baixo de uma arvore de prova com a cadeia resultante de uma subdarvore:

Lema 2.3.3. Dada uma PEG G, se existe um casamento G x 2 entdo

. PEG .
para toda subdrvore G y ~ iy’ desse casamento temos que x' € um sufizo de
/

Y.

Demonstracao. A prova é por inducao na altura da arvore de prova dada por

PEG PEG , .
~~. Podemos ver que em todas as regras de ~~ este lema é verdadeiro. O
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No proximo capitulo, discutiremos a correspondéncia entre expressoes
regulares e PEGs, e no capitulo 4 abordaremos a correspondéncia entre CFGs
lineares a direita e LL(k)-forte e PEGs.
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3
Expressoes Regulares e PEGs

Este capitulo apresenta uma formalizagao de expressoes regulares usando
semantica natural, discute a correspondéncia entre expressoes regulares e
PEGs, e define uma transformacao entre expressoes regulares e PEGs equi-
valentes. Além disso, mostramos aqui como modificar uma expressao regular
de modo a obter uma expressao sem subexpressoes da forma e] onde e; casa
a cadeia vazia. Essa modificacao nos permite transformar expressoes regulares
em PEGs sem producgoes recursivas a esquerda.

Na préoxima segao revisamos alguns conceitos de expressoes regulares e na
secao 3.2 apresentamos nossa formalizacao de expressoes regulares baseada em
semantica natural. Na secao 3.3, discutimos a equivaléncia entre expressoes
regulares e PEGs. A secao 3.4 descreve como podemos transformar uma
expressao regular em uma PEG equivalente. A se¢ao 3.5 mostra como podemos
reescrever expressoes regulares da forma e} onde e; casa a cadeia vazia. Por
fim, na secao 3.6, provamos a equivaléncia entre expressoes regulares e PEGs

obtidas a partir da transformacgao apresentada na secao 3.4.

3.1
Expressoes Regulares

Dado um alfabeto finito ¥, podemos definir uma expressao regular eq
indutivamente como a seguir, onde a € 3, e e; e ey também sao expressoes

regulares:
60:@‘5}a‘6162‘61|62‘6’{

Geralmente a linguagem definida por uma expressao regular ey, denotada
por L(eg), é especificada através de operagoes sobre conjuntos [Hopcroft e
Ullman, 1979, Sipser, 1996], conforme a tabela 3.1.

A linguagem definida pela expressao regular () é o conjunto vazio.
Quando nao queremos definir uma expressao regular cuja linguagem ¢ vazia
o uso de () é desnecessirio, uma vez que qualquer expressao regular eq pode
ser reduzida a uma expressao regular e; que define a mesma linguagem, onde

e1 = 0 ou e; nao possui ) como uma subexpressao. Essa transformacao é
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Expressao Regular | Linguagem Correspondente
0 0
2 {e}
a {a}
€1 €9 L(@l) L 62)
e e L(ey) U L(ey)
€] L(e1)”

Tabela 3.1: Expressoes Regulares e suas Linguagens Correspondentes

baseada nas seguintes igualdades:
L(eo®) = L(D) L(eo| 0) = L(eo) L(0%) = L(e)

Como o uso da expressao regular () é bastante restrito, em algumas dis-
cussoes nao iremos considerar essa forma de expressao regular. Em particular,

iremos assumir que () nunca é uma subexpressao de uma expressao regular

eo # 0.

3.2
Definicao de Expressoes Regulares Usando Semantica Natural

Como nosso objetivo principal é estabelecer a correspondéncia entre
expressoes regulares e PEGs, apresentaremos uma formalizacao diferente de
expressoes regulares. Nessa nova formalizagao, usamos a relagao <5 para dar
significado a uma expressao regular.

Definimos ~» como uma relacio (ey X ¥*) x ¥*, onde ~» relaciona uma
expressao regular ey e uma entrada xy com um sufixo y da entrada. Usamos a
notacio ey xy ~» y para indicar que ((eg, xy), y) € ~». A figura 3.1 apresenta
a definicdo de ~» usando semantica natural.

A relacdo ~> nao é uma funcdo, uma vez que um par (€9, ) pode nao se
relacionar com nenhum sufixo de z, ou se relacionar com diferentes sufixos. A
seguir, discutimos as regras de ~>.

A regra empty.1 trata do caso em que a expressao regular representa a
cadeia vazia. A regra char.1 trata de expressoes regulares da forma a, e a regra
con.l trata de expressoes regulares da forma e; es.

As regras choice.l e choice.2 tratam de expressoes regulares da forma
e1 | e2. Usaremos o termo escolha ao nos referirmos a uniao das linguagens de
duas expressoes regulares. O resultado do casamento de uma escolha pode ser
tanto o resultado do casamento de e; (regra choice.l), como o resultado do
casamento de ey (regra choice.2).

Finalmente, as regras rep.1 e rep.2 tratam de expressoes regulares da
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Cadeia Vazia ——— (empty.1) Caractere = ———-— (char.1)

RE
E T X a ar ~~> T

RE RE
€1 TYzZ ~> Yz ey Yz ~> 2

Concatenacao - (con.1)
€16 TYz ~ 2
e1 Ty 5 ey TY ~5

Escolha % (choice.1) Wy (choice.2)

erlez zy ~y erlex zy ~y

ey TYZz 5]Eyz eh Yz g

Repeticilo ————— (rep.1) REO , ¢ # £ (rep.2)

€y T ~ T ey TYz ~ 2

Figura 3.1: Definicdo da Relacdo ~» Usando Semantica Natural

forma efj. Usaremos o termo repeti¢ao ao nos referirmos ao fecho de Kleene de
uma expressao regular. A regra rep.1 trata do caso em que nenhum caractere
da entrada ¢ consumido, enquanto a regra rep.2 trata do caso em que algum
caractere da entrada ¢ consumido. Caso a regra rep.2 nao tivesse a condicao
x # ¢, poderiamos casar a cadeia vazia de modo nao deterministico através
das regras rep.1 e rep.2.

Podemos notar que nenhuma regra de 5 trata da expressao regular (),
de modo que essa expressao nao se relaciona com nenhuma cadeia, e portanto

a linguagem que ela define é vazia.

3.2.1
Correspondéncia com a Definicao Usual de Expressoes Regulares

o~ ~ ~ RE
Dada a nova definicao de expressoes regulares baseada na relagao ~-,

vamos estabelecer a sua correspondéncia com a definicao usual de expressoes
regulares que é baseada em operacoes sobre conjuntos. Para isso, vamos

precisar do seguinte lema:

Lema 3.2.1. Dada uma expressao reqular eqg e uma cadeia x, temos que
x € L(eg)* se e somente se x =€ ou x = 1122, onde x1 € L(ep), xo € L(eg)*

e vy FE.

Demonstracao. Por definigao, temos que L(eg)* = UL(eO)i. Portanto, x €
i=0

L(eg)* & Ji-x € L(eg)'. Seja j o menor ntimero natural tal que x € L(egp),
temos entao dois casos dependendo se j é ou nao maior que zero.

Se j = 0, temos que L(eg)? = {€}, e portanto = = .
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Se j > 0, temos que L(eg)? = L(eg) L(eg)’~t. Como x € L(eg) L(eo)’ ™1,
entdo x = T1T9, com x1 € L(eg) e w9 € L(eg)’~t. Nesse caso, a cadeia z1 é
diferente de €, pois se x; = £ entao terfamos que = = xy € L(eg)’™ !, o que

contradiz o fato de que escolhemos o menor natural j tal que = € L(ep)’. O

A proposicao a seguir estabelece a correspondéncia entre a formalizacao

usual de expressoes regulares e a nossa formalizagao:

Proposicao 3.2.2. Dada uma expressao reqular ey e uma cadeia x, para

qualquer cadeia y temos que = € L(ey) se e somente se ey xy 5 Y.

Demonstracao. A prova das duas partes é por inducao na complexidade do
par (eg, x), que é dada pela estrutura de eq e pelo comprimento de z. Dados os
pares (e1, 1) e (ea, o2), temos que a complexidade do primeiro par é maior
do que a do segundo se a estrutura de e; ¢ maior do que a estrutura de es, ou
se a estrutura de e; é igual a estrutura de ey e |x1| > |z

(=): Quando eg = ¢, somente € € L(e). Nesse caso, pela regra empty.1
temos que € xy ~» y, onde © = .

Quando ey = a, somente a € L(a). Nesse caso, pela regra char.l temos
que a ay ~ .

Quando ey = ejey, temos que L(ejey) = L(ey) L(ey). Seja x1xe €
L(ejes), onde 1 € L(ey) e xg € L(ey). Pela hipdtese de indugao temos que
€1 T1Tay ~» Ty € que e Loy ~~ y. Assim, pela regra con.1l concluimos que
€162 T1T2Y = Y.

Quando ey = e;| €9, temos que L(ej| ea) = L(ey) U L(eg). Vamos
considerar dois casos: © € L(e;) e x € L(es).

Se x € L(ey), pela hipdtese de inducao temos que e; zy &5 Y, e pela
regra choice.l concluimos que e | e5 xy 55 Y.

Se © € L(es), pela hipétese de inducao temos que ey zy 5y, e pela
regra choice.2 concluimos que e; | es zy .

Finalmente, quando ey = €7, seja x € L(e7), pelo lema 3.2.1 sabemos que
T =€ ou T =x1x9, onde x1 € L(ey), w9 € L(e]), € x1 # €.

Se x = ¢, pela regra rep.1 concluimos que e} y .

Se * = x1x9, dado que a estrutura de e; é menor do que a estrutura
de e7, pela hipétese de inducao temos que e; 172y 55 xoy. Dado que
r1 # €, sabemos que |ro| < |r172|. Assim, pela hipdtese de indugao temos
que €] T2y ~ 1, e pela regra rep.2 concluimos que el r1x2y =

(«<): Quando ey = €, temos o casamento £ xy 5 y, e pela definicao
usual de expressoes regulares temos que ¢ € L(e).

Quando ey = a, temos o casamento a ay ~» y, e pela definicdo usual de

expressoes regulares temos que a € L(a).
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RE
Quando ey = e; e, temos o casamento e es x1T2y ~> y, onde pela regra
RE RE . .y
con.1l sabemos que e; T1x2y ~ Ty € que ey xoy ~~ y. Assim, pela hipdtese
e indugao temos que e1) eque I es), e portanto xqxs e162).
de indugao t €L € L(ey), tant €L
RE .
Quando ey = €7 |eg, temos o casamento e; | ey xy ~~ y. Vamos considerar
dois casos: no primeiro caso a regra choice.l foi usada, e no segundo caso a
regra choice.2 foi usada.
. . ~ RE -, . ~
Se choice.1 foi usada, entao e; xy ~= y, e pela hipotese de indugao temos
que z € L(ep). Assim, concluimos que x € L(eq | e3).
. . - RE . . ~
Se choice.2 foi usada, entao es xy ~> y, e pela hipotese de inducao temos
que = € L(ey). Assim, concluimos que x € L(eq | e3).
RE . .
Quando ey = €7, temos o casamento ej xy ~= xy. Vamos considerar dois
casos: no primeiro caso a regra rep.1 foi usada, e no segundo caso a regra rep.2
foi usada.
. ~ RE .~
Se rep.1 foi usada, entao e xzy ~= y, onde x = ¢, e pela definigao usual
de expressoes regulares sabemos que € € L(e]).
. . RE
Se rep.2 foi usada, seja x = x1x9, temos que e; T1TY ~> Ty €
RE 7
que e} wy ~ y, onde z; # €. Dado que a estrutura de e; é menor do
que a estrutura de e, pela hipétese de inducao temos que z; € L(ep), e
como |ra| < |rywa| pela hipdtese de inducao temos que 25 € L(e}). Como

L(ey e7) C L(e}), concluimos que z1x9 € L(e}). O

3.2.2
Propriedades de Expressoes Regulares

A seguir, definimos um lema a respeito do casamento de expressoes

regulares quando mudamos o sufixo da entrada que nao foi casado:

~ RE ~
Lema 3.2.3. Dada uma expressao reqular ey, temos que se eq xy ~~ 1y entao
/ ) BE
Yy - eq xy ~~ .
Demonstracao. A prova é por inducao na altura da arvore de prova dada por
RE
~3
No caso de uma repeticao e, temos que as regras rep.1l e rep.2 podem
ter sido usadas.
. RE
Se a regra rep.1 foi usada, sabemos que ej zy ~ y, onde = = ¢, e pela
7 . , RE
propria regra rep.1l concluimos que ef zy’ ~~ '
. RE " RE
Se aregra rep.2 foi usada, sabemos que ey T122y ~> T2y € que e Ty ~
., . ~ RE
y, onde x = xyx9. Pela hipétese de indugao temos que eq zix2y’ ~ 22y e
* y RE . * ) BE
que ej z2y ~> Yy, e pela regra rep.2 concluimos que ej x1x2y" ~~ y'.

A prova dos outros casos € similar. O
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No préximo capitumo, iremos mostrar um lema analogo para o casamento

de CFGs e discutiremos porque no caso de PEGs nao ¢é possivel definir tal lema.

3.3
Equivaléncia Entre Expressoes Regulares e PEGs

Nesta secao vamos discutir a correspondéncia entre expressoes regulares
e PEGs, e definir quando uma expressao regular é equivalente a uma PEG.

Vamos usar ao longo do texto a notagao ' < x para denotar que a cadeia
2’ é um sufixo da cadeia x, e a notacao 2’ < x para denotar que x’ é um sufixo
préprio de z.

A seguir, apresentamos a nossa definicao de equivaléncia entre expressoes

regulares e PEGs:
Definicao 3.3.1. Dada uma PEG G = (V, T, P, ps) e uma expressdio regular

eg sobre o alfabeto X =T, dizemos que elas sao equivalentes se para toda cadeia

T temos que:
L. Vy=<az -Gz Sy=e x y.

2. Vy=<z-ex wy=Ty <z-Grx >y,

Pela definicao anterior, uma PEG G é equivalente a uma expressao
regular ey se para toda cadeia x a cadeia y resultante do casamento de G
pode ser obtida através do casamento de ¢y, e se para toda cadeia x em que o
casamento de ey é bem sucedido o casamento de G também é bem sucedido.

Dada uma cadeia x, uma expressao regular ey e uma PEG G, vamos
usar a notagao G = eo para denotar que para todo x' =< x temos que
G o %5 y = ey ' ~ y, e anotacio G = e para denotar que para todo
2 < x temos que G @' 5y = ey & .

De maneira analoga, dada uma cadeia x, uma expressao regular ey e uma
PEG G, vamos usar a notacao GG & eo para denotar que para todo ' < x
temos que ey @/ ~» y = G 2’ “5 ¢/, e a notacio G <= ey para denotar que
para todo &' < z temos que ¢ @~y = G 2’ %5 y.

Como uma expressao regular pode se relacionar com diferentes sufixos
de uma cadeia x, pois o casamento usando ~» é nao deterministico, e uma
PEG pode se relacionar com apenas um unico sufixo de uma cadeia x, pois
o casamento usando ~ ¢ deterministico, quando uma PEG G é equivalente
a uma expressao regular ey temos que a linguagem definida por ey pode ter
cadeias que nao pertencem a linguagem de G.

Vamos discutir alguns exemplos de expressoes regulares e PEGs e analisar

se elas sao equivalentes ou nao.
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Se a expressao regular é da forma a, é trivial obter uma PEG equivalente
cuja expressao de parsing inicial também ¢é da forma a.

No caso da expressao regular a |ab, ela é equivalente a uma PEG cuja
expressao de parsing inicial é a /ab, embora a expressao regular defina a
linguagem {a, ab}, enquanto que a PEG define a linguagem {a}.

A expressao regular a (b|bb) é equivalente a uma PEG cuja expressao
de parsing inicial é a(b/bb). Contudo, a expressao regular (a|aa)b nao é
equivalente a uma PEG cuja expressao de parsing inicial é (a /aa)b, pois o
casamento dessa expressao regular ¢ bem sucedido para a entrada aab, ao passo
que o casamento dessa PEG nao.

Para obter uma PEG equivalente a uma expressao regular da forma
(e1| e2) e3, precisamos criar uma PEG na qual a expressao de parsing po,
equivalente a ey, pode casar quando o casamento da expressao de parsing
p1, equivalente a ey, ¢ bem sucedido, mas o casamento da expressao de parsing
ps3, equivalente a es, falha. Podemos conseguir isso distribuindo a expressao
regular eg entre as alternativas da escolha e |es, 0 que nos daria uma expressao
de parsing da forma p; p3 / p2 p3. Voltando ao exemplo anterior, temos que a
expressao regular (a|aa)b é equivalente a uma PEG cuja expressao de parsing
inicial é ab / aab.

No caso da expressao regular b*b, ela nao é equivalente a uma PEG
cuja expressao de parsing inicial é b*b. Como o casamento usando %5 6 nao
deterministico, dada a entrada bb, a expressao b* pode casar £, b ou bb,
e portanto o casamento da expressao regular b*b pode ser bem sucedido.
Por outro lado, como um casamento usando ~ ¢é deterministico, dada a
entrada bb temos que b* sempre casa bb, e o resultado do casamento da
expressao de parsing b* b sempre é fail. Este problema ¢é andlogo ao discutido
anteriormente, uma vez que expressoes regulares da forma e* podem ser
reescritas como ee* | €.

Para obter uma PEG equivalente a uma expressao regular da forma ej e,

VAINOS reescrever essa expressao regular como a seguir:
* P * - *
eies = (e1e] | €) ea = erefey | e

Como podemos ver, a expressao regular ej es aparece novamente depois
de a reescrevermos. Em PEGs, podemos expressar definigoes recursivas através
de nao terminais, de modo que a PEG a seguir ¢ equivalente a expressao regular

e; e ey | ey, onde p; é equivalente a eq, e ps é equivalente a ey:

A—>p1A/p2
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Quando o casamento da expressao regular anterior é bem sucedido
através da choice.l, sabemos que o casamento da expressao de parsing p; A
¢ bem sucedido. Ja quando o casamento da expressao regular anterior usa a
regra choice.2, sabemos que o casamento da expressao de parsing p, ¢ bem
sucedido.

Seguindo nosso exemplo, a gramatica a seguir é equivalente a expressao

regular b* b:
A—bA /b

Como vimos anteriormente, essa gramatica define uma repeticao gulosa.
Dada a PEG acima e a entrada bb, o primeiro b da entrada é casado pela
subexpressao b da concatenacao b A e em seguida temos o casamento do nao
terminal A, onde a entrada restante é b. Novamente, a subexpressao b da
concatenacao b A casa um b e em seguida temos o casamento de A, onde a
entrada restante agora é ¢. Como os casamentos de b A e de b falham para a
entrada e, o casamento de A falha para a entrada e, e portanto o casamento
da concatenacao b A falha para a entrada b. Como o casamento da segunda
alternativa da escolha associada ao nao terminal A é bem sucedido para essa
entrada, temos que o casamento de A é bem sucedido para a entrada b e que
o casamento de b A é bem sucedido para a entrada bb. Assim, o nao terminal
A casa a entrada bb.

Como o casamento em PEGs é deterministico, dada a entrada bb, o nao
terminal A sempre casa bb, ao passo que a expressao regular b* b, dada a mesma

entrada, pode casar b ou bb.

3.4
Transformacao de uma Expressao Regular em uma PEG Equivalente

Nesta secao vamos apresentar a funcao II, que transforma uma dada
expressao regular em uma PEG equivalente.

A fungao II, cuja definicao aparece na figura 3.2, recebe uma expressao
regular ¢y e uma PEG Gy = (Vi, T, Py, pr), que é equivalente a uma
expressao regular ey, e nos da uma PEG que é equivalente a expressao regular
€0 €f-

Podemos ver a gramatica G como uma continuagao, que determina
como deve ser o casamento na PEG depois que o casamento da expressao
de parsing equivalente a ey ocorre. Quando Gy, ¢é equivalente a um expressao
regular e, = ¢, a transformacao II nos d4 uma PEG equivalente a expressao
regular eg e = eg.

Se a expressao regular é a constante (), o resultado de II((), G) é uma

gramatica cuja expressao de parsing inicial é le. O resultado do casamento
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(0, Gp) = Gille]

(e, Gx) = Gy

(a, Gy) = Gilap]

(e e9, Gy) = Tl(eq, (eq, G))
II(

€1 ‘ €2, Gk) = GQ[pl/p2] ’ onde G2 = (‘/27 Ta P27 p2) = H<€27 (‘/17 Ta P17 pk)) €

(‘/la T7 Pla pl) = H(eh Gk)
(e}, Gx) = G,onde G = Vi, T, PLU{A — p1/ pr}, 4),
(‘/17 Ta P17 pl) = H<€17 (Vk ) {A}7 Ta Pka A)) €
Ad¢ Vg

Figura 3.2: Defini¢do da Fungao I1, onde Gy = (Vi, T, Py, px)

dessa expressao de parsing é sempre fail, de modo que L(Gy[le]) = 0.

No caso de uma expressao regular ¢, o resultado da funcao Il é a mesma
gramatica Gy que fornecemos a ela.

Quando a expressao regular é da forma a, a funcao Il nos da uma
gramatica com o mesmo conjunto de terminais, nao terminais e produgoes
de Gy, e que possui a pr como sua expressao de parsing inicial.

Quando a expressao regular fornecida a II é uma concatenagao e es,
primeiro criamos uma gramatica Il(es, G}), que é equivalente a es e, e depois
a usamos como continuagao para obter uma PEG que é equivalente a expressao
regular e; (e ey).

Se a expressao regular é uma escolha e;| ey, criamos uma gramadtica
que possui p; / p2 como sua expressao de parsing inicial, e que é equivalente
4 expressao regular ejey| egep. Ao criarmos essa gramédtica, usamos uma
gramatica intermediaria, pois a transformacao de e; pode introduzir novos
nao terminais, que nao devem ser usados durante a transformagao de es, e
vice versa. Ao invés de transformarmos primeiro e; e entao ey, poderiamos ter
transformado primeiro ey e entao e;.

Finalmente, quando a expressao regular é uma repetigao ej, criamos uma
gramética G que é equivalente & expressao regular e; e} ey | €. Ao criarmos G
adicionamos um novo nao terminal A a gramética Gy, de modo que A ¢ Vj.. A
produgao associada a esse nao terminal é A — p; / py, onde temos que G[p,] é
equivalente a e €] ex, e que G|pg] é equivalente a eg.

A PEG resultante da transformacao II ¢é linear a direita. No préximo

capitulo, na secao 4.4, discutiremos a correspondéncia entre CFGs lineares a
direita e PEGs.
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3.4.1
Exemplos de Uso da Transformacao II

Vamos ver agora alguns exemplos de uso da transformacao II. Na
discussao a seguir, usaremos o alfabeto ¥ = {a, b, c}, e a gramética Gy =
0, 3,0, ¢).

No primeiro exemplo, vamos usar a expressao regular ey a seguir, que

casa cadeias que possuem pelo menos um a:
(@fo]e)alal]b]e)y

O resultado da transformagao Il(ey, Gx) é uma PEG que possui as

seguintes produgoes, onde A é a expressao de parsing inicial:
A— aA /| bA ) cA /) aB B— aB /| bB |/ ¢B /¢

Quando a expressao regular ey casa uma dada entrada, nao sabemos
quantos a’s a primeira repeticao de eq casa, pois o casamento de uma expressao
regular é nao deterministico. Por outro lado, como o casamento de uma PEG
¢ deterministico, temos que o casamento da alternativa a B do nao terminal
A 86 é bem sucedido quando o casamento da alternativa a A falha, de modo
que A casa um prefixo da entrada que se estende até o tultimo caractere a, e
portanto o nao terminal B nao casa nenhum a.

A expressao regular a seguir define a mesma linguagem da expressao

regular anterior:

b cala]b]e)f

Para esta expressdo regular, obtemos a seguinte gramatica G’ como

resultado da transformacao II, onde A é a expressao de parsing inicial:
A— bA / cA | aB B— aB /| bB |/ ¢B ]/ ¢

Embora a gramética G’ seja similar a gramatica G, um reconhecedor
para G’ baseado em backtracking apresenta um desempenho melhor do que um
reconhecedor correspondente para G. A razao para isso é que o reconhecedor
de G analisa mais de uma vez a por¢ao da entrada que segue o ultimo a,
enquanto que o reconhecedor de G’ nao.

No proximo exemplo, vamos definir uma expressao regular ey que casa
cadeias onde todo a é seguido por no minimo um b ou um c. A definicao de eq

¢é apresenta a seguir:

b (a]e®]o)
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O resultado da transformagao Il(eg, Gy) é uma gramatica G que possui

as seguintes producoes, onde A é a expressao de parsing inicial:
A— bA / cA / B B— a(bC | cC) ] € C— bC [ cC/

Como a expressao regular ey possui trés repeticoes, a PEG G obtida a
partir da transformacao II possui trés nao terminais. Dada a entrada abaca, o
resultado do casamento de ey pode ser ¢, ab, ou abac. Dada a mesma entrada, o

resultado do casamento da gramatica G é abac, pois o resultado do casamento

de uma PEG para uma dada entrada é tnico.

3.5
Transformacao de Repeticoes e¢; onde ¢; Casa a Cadeia Vazia

Dada uma expressao regular ey, essa expressao pode ter subexpressoes
da forma e} onde e; casa a cadeia vazia. Nesse caso, como o casamento de e;
pode ser bem sucedido e nao consumir nenhum caractere da entrada, temos
que a expressao e; pode casar um numero infinito de vezes.

Para evitar que uma repeticao infinita ocorra, bibliotecas de casamento de
padroes baseadas em backtracking, como a de Perl [Wall, 2000], implementam
politicas para interromper um casamento quando a expressao regular que esta
sendo repetida casa a cadeia vazia [perldoc].

Dada uma expressao regular ey, iremos dizer que ey ¢ uma expressao
regular bem formada se ela ndo possui subexpressoes e} onde € € L(ey).

Quando uma expressao regular nao é bem formada, a PEG obtida através
da transformagao Il nao é completa. Para ver um exemplo disso, vamos

transformar a seguinte expressao regular ey, que é mal formada, em uma PEG:
(a | )b

A gramidtica G resultante da transformacao Il(eg, €), possui a seguinte

producao, que é recursiva a esquerda:
A—aA /) A/ Db

Como G possui produgoes recursivas a esquerda, G nao é uma gramatica
completa. Na proxima segao, veremos que quando uma expressao regular é
bem formada, a gramatica obtida através da transformacao Il é completa.

No restante desta segao, vamos discutir como podemos reescrever uma
expressao regular para torna-la bem formada, e assim evitar o casamento

infinito de uma repeticao e a geracao de uma PEG que nao é completa.
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isNull()) = false

isNull(e) = true

isNull(a) false

isNull(ey ea) = isNull(ey) N isNull(es)
)
)

isNull(ey | e2) = isNull(er) N isNull(ey)
isNull(e]) = isNull(ey)

Figura 3.3: Definicao da Funcao isNull

Uma abordagem que poderiamos adotar para obter uma expressao re-
gular bem formada seria definir uma fungao f que reescreve uma expressao
regular de maneira bottom-up com base nas seguintes igualdades, onde e; nao

casa a cadeia vagzia:
L(e*) = L(e) L((e1|e)*) = L(e€7) L((e1)") = L(ey)

Nessa abordagem, restringiriamos as possiveis formas de uma expressao
regular, de modo que o resultado de f seria uma expressao em que todas as
subexpressoes teriam uma das seguintes formas, onde e; nao casa a cadeia
vazia:

€ er | e 2N €1

Dado que uma expressao regular poderia estar em uma das quatro formas
acima, a funcao f teria 16 casos para tratar da concatenacao, e mais 16 casos
para tratar da escolha. Além do grande niimero de casos necesséario para definir
a funcao f, um outro ponto negativo dessa abordagem é que muitas vezes
a funcao f nos daria uma expressao regular bem formada maior do que a
expressao regular original.

Como a definicao da fungao f teria muitos casos e o seu resultado as
vezes seria uma expressao regular maior do que a original, vamos seguir uma
outra abordagem para transformar uma expressao regular ey em uma expressao
bem formada. Nesta abordagem, vamos usar as funcgoes auxiliares isNull,
cuja definicao aparece na figura 3.3, e hasEmpty, cuja definicao aparece na
figura 3.4.

A fungao s Null nos diz se a linguagem associada a uma expressao regular
contém somente a cadeia vazia. Por sua vez, a fungao hasEmpty nos diz se a
linguagem associada a uma expressao regular contém a cadeia vazia.

Com a ajuda das fungoes isNull e hasEmpty, iremos definir as fungoes

fout © fin, que reescrevem uma expressao regular de maneira top-down. O uso
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hasEmpty(0) = false

)
hasEmpty(e) = true
hasEmpty(a) = false
hasEmpty(ei es) = hasEmpty(e1) N hasEmpty(es)
hasEmpty(e; | es) = hasEmpty(e;) V hasEmpty(es)

hasEmpty(e]) = true

Figura 3.4: Definicao da Fungao hasEmpty

four(0) =0
fout(€) = €
fout(a) = a
fout(€1 62) = fout(el> fout(e2)
fout(€1|€2) = fout(el) | fout(€2)
fout(€1)™ se —hasEmpty(e:)
four(€]) = se isNull(ey)

€
fin(e1)*  caso contrério

Figura 3.5: Definicao da Fungao f,.

de uma abordagem top-down resultarda em uma expressao regular bem formada
mais simples do que a expressao original.

Dada uma expressao regular eg, vamos usar a funcao f,,:, cuja definicao
¢ apresentada na figura 3.5, para encontrar subexpressoes ej onde e; casa a
cadeia vazia. Quando encontra uma dessas subexpressoes, fo,; usa a fungao
fin, definida na figura 3.6, para reescrever a expressao e; de modo que f;,(e;)
nao case a cadeia vazia e que f;,(e;)* defina a mesma linguagem que ej.

Com base na definicao de f,,;, dada uma expressao regular ey, temos

que:

- L(@Q) — L(fout(GO))

— fout(€o) € bem formada

J& com base na definicao de f;,, dada uma expressao regular e, que casa

a cadeia vazia, onde L(eg) # {€}, temos que:

— e & L(fin)
— L(ey) = L(fin(eo)")

— fin(eo) é bem formada
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fm(el 62) = fm(el | 62)

[ fin(ea) se isNull(e;) e hasEmpty(es)
fout(€2) se isNull(e;) e —hasEmpty(es)
fin(er) se hasEmpty(e;) e isNull(es)

finler]ea) = fout(€1) se —hasEmpty(e1) e isNull(es)

fout(€1) | fin(ea) se —hasEmpty(e;) e —isNull(ey)
fin(e1) | four(ea) se —isNull(ey) e —hasEmpty(es)
| fin(e1) | fin(ez) caso contrério

finlel) = { fin(er) se hasEmpty(e;)

fout(€1) caso contrario

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Figura 3.6: Definicado da  Fungdo  fi.(ep), onde —isNull(ep) e
hasEmpty(eo)

E fécil mostrar que as afirmacoes anteriores sobre f,,; e fi, sao verda-
deiras. A parte nao 6bvia da prova é quando a funcao f;, recebe uma expressao
da forma e €.

Nesse caso, podemos ver na definicao de f;, que o resultado de f;, (e e2)
é dado por fi,(e1]e2). Essa definicao usa o fato de que a expressdo regular
recebida por f;, sempre casa a cadeia vazia. Desse modo, temos que € € e eg,
e portanto sabemos que € € (e;) e que € € (ey). Assim, a seguinte igualdade

¢ verdadeira:
L((e1e2)) = L((e1]|e2)”) , onde € € L(eges)

Como um exemplo, vamos usar as funcoes f,. € fin para transformar
Y
a expressao regular ((a|e)b*)* em uma expressao bem formada. A seguir,

mostramos a sequéncia de passos dessa transformacao:

fou(((a | €)b)) = fnl(a | €)07)

Como podemos ver, as fungoes f,,; e fin nos deram expressoes bem

formadas que estao de acordo com as condicoes anteriores.
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3.6
Corretude da Transformacao I1

Nesta segao iremos provar que dada uma expressao regular ey e uma
PEG Gy = (Vi, T, Py, pr), que é equivalente a uma expressao regular ey, a
transformagao I1(eg, Gx) nos dd uma PEG que é equivalente a eq e. Primeiro
iremos definir um lema auxiliar, e depois vamos mostrar que dada uma
cadeia x temos que Il(eg, Gy) B eper € também que Il(ey, Gi) & €0 €.
Em seguida, vamos apresentar uma proposicao sobre a equivaléncia entre
expressoes regulares e PEGs. Por fim, iremos discutir quando uma expressao
regular e uma PEG equivalente definem a mesma linguagem.

Nas provas a seguir, usaremos indugao na complexidade de um par
(eo, ), onde ey é uma expressao regular e z é uma cadeia de terminais. A
complexidade de um par (eg, x) é dada pela estrutura de e e pelo comprimento
de z. Assim, dados os pares (e1, x1) e (es, T3), temos que a complexidade do
primeiro par ¢ maior do que a do segundo se a estrutura de e; é¢ maior do que a
estrutura de ey, ou se a estrutura de e; é igual a estrutura de ey e |z1| > |z2].

Nas provas a seguir, usaremos o fato de que todas as produgoes da
gramética Gy estao presentes na gramadtica Il(eg, Gy), independentemente da
expressao regular eg.

Vamos comegar definindo o seguinte lema, que nos diz que se [I(eq, Gy)

casa uma cadeia, entao G casa um sufixo dessa cadeia:

Lema 3.6.1. Dada uma expressao reqular ey bem formada, uma gramdtica
Gy, e uma cadeia x, onde 1l(ey, Gy) x e y, entdo existe ¥’ =X x tal que

PEG
Gk o~ Y.

Demonstragao. A prova é por indugao na complexidade do par (eq, x).

Quando ey = ¢, o resultado de I1(e, G},) é a prépria graméatica Gy. Assim,
temos que Gy, 2/ ~ y, onde z =2’

Quando ey = a, o resultado de Il(a, Gy) é a gramética Gilapy]. Desse
modo, dada uma cadeia z = az’, quando Gilapy| ax’ = Y, a regra con.l nos
diz que Gila] az’ 5 2’ e que Gylpy] o' 5 y.

Quando a expressao regular ¢, é da forma e;ey, temos a trans-
formacgao Il(e; ey, G) = I(eq, II(ea, Gi)). Pela hipétese de inducao temos
que II(ey, Gg) o' 5y, e novamente pela hipétese de inducdo concluimos que
G, 2" “5 y, onde #” é um sufixo de 2.

Quando ey = €1 | g, a transformagao II nos d4 uma gramdtica Gy cuja
expressao de parsing inicial é p; / po. H4 duas regras na semantica de = que

podem ter sido usadas no casamento de py / po: ord.1 e ord.2.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611957/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Capitulo 3. Expressées Regulares e PEGs 47

Se aregra ord.1 foi usada, entao o casamento de G [p;] foi bem sucedido, e
portanto sabemos que o casamento de p; também é bem sucedido na gramética
(Vi, T, Py, p1) = (€1, Gg). Assim, pela hipétese de indugao, concluimos que
G« %5 y. A prova é similar se a regra ord.2 foi usada.

Finalmente, quando temos uma repetigao ej, o resultado de Il(e}, Gi) é
uma gramatica G = (Vi, T, P, A), onde A — p; /py. Pela regra var.1 sabemos
que se G[A] = %5 y entdo temos que G[p; /pi] = ~= y. H4 duas regras em <=
que podem ter sido usadas no casamento dessa escolha: ord.1 e ord.2.

Se a regra ord.2 foi usada, entao G[pg| 2’ = y, onde x = z’. Assim,
temos que o casamento de py também é bem sucedido em Gj, e podemos
concluir que Gy[pp] =/ %5 y.

Se a regra ord.1 foi usada, entdio I(ey, TI(e*, G})) = == y, e pela hip6tese
de indugao temos que Il(ef, Gy) ' = y. Nesse caso, nao podemos fazer
inducao na estrutura de ej, entao vamos fazer indugao no comprimento de z.
Dado que e; casa um prefixo nao vazio da entrada, temos que 2’ < z, e pela

. s . ~ , PEG ,
hipétese de inducao concluimos que Gy, x” ~~ y, onde x” é um sufixo de 2/. [

O préximo lema nos diz quando uma expressao regular da forma eg ey

casa como a gramatica Il(ey, Gy):

Lema 3.6.2. Seja x uma cadeia de caracteres, e, uma expressao reqular, e Gy,
" =z ~ ~
uma gramdtica, onde Gy = er. Entdao para qualquer expressao ey bem formada

temos que Il(egy, Gy) 3 €0 €k -

Demonstragao. A prova é por indugao na complexidade do par (eq, z).

Quando ey = ¢, temos a transformacao Il(e, Gy) = Gi. Dado que
€ e, = ey, concluimos que Gy, e eL.

Quando ey = a, a transformagcao correspondente é II(a, G) = Gla pgl.
Dado que Gyla] Fae que Gg[pg] B ek, pela regra con.l concluimos que
Gla pg] B aey,.

Quando ey = e ey, a transformagao correspondente é Il(e; ey, Gi) =
II(eq, I1(eq, Gi)). Pela hipdtese de inducao Il(es, Gy) =% e ep, € novamente
pela hipétese de indugao temos que Il(eq, I(eq, Gi)) = e1 (ez ex). Dado que
(e1 e2) ex, = €1 (ez€x), podemos concluir que Il(e; ey, Gi) = (€1 e2) ey

Quando ey = e | e5, a transformacao I nos d4 uma gramatica Gy cuja
expressao de parsing inicial é p; /py. Ha duas regras que podem ter sido usadas
no casamento desta escolha: ord.1 e ord.2.

Se a regra ord.l foi usada, entdo o casamento de Gs[p;] foi bem suce-
dido, e portanto o casamento de p; também é bem sucedido na gramédtica
(Vi, T, Py, p1) = ll(e1, G). Pela hipétese de indugao temos que Il(ey, Gi) B

. <z
ey ex, e pela regra choice.l temos que Tl(e | ea, Gi) = ey e | es ex. Dado que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611957/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Capitulo 3. Expressées Regulares e PEGs 48

er e | eaer, = (e1] ea) ex, podemos concluir que Il(e | ea, Gy) 2 (e1]e)ex. A

prova ¢ similar se a regra ord.2 foi usada.

Finalmente, quando temos uma repeticao e}, a transformagao Il(ej, Gi)
nos déd uma gramatica G = (4, T, P, A), onde A — p; / py. Pela regra var.1
sabemos que se G[A] = <5 y, entdo temos que G[py / p] = ~> y. H& duas
regras que podem ter sido usadas no casamento da escolha anterior: ord.1 e
ord.2.

Se a regra ord.2 foi usada, entao o casamento de G/[py] foi bem sucedido,
e portanto o casamento de G[py] também é bem sucedido. Como Gy [py] B Chs
pela regra choice.2 temos que Il(ef, Gi) = e el e | ex. Dado que e €] ey | e, =
e} e, podemos concluir que II(e}, Gy) % €] k.

Se a regra ord.1 foi usada, temos que I(ey, II(e*, Gy)) z > y, e pelo

Pl

lema 3.6.1 sabemos que Il(ef, Gy) 2’ 5 y. Dado que e; casa um prefixo nao

vazio da entrada, entao =’ < x, e podemos fazer inducao no comprimento da

cadeia de entrada. Assim, pela hipétese de indugao temos que Il(ef, Gy) =

e} er, e novamente pela hipdtese de indugao temos que Il(eq, (e}, Gi)) =
e; (e ex). Portanto, pela regra choice.l temos que Il(ef, Gy) = e el ex | e

. <z
Dado que e €} e | ex, = €] ek, podemos concluir que Il(ef, Gi) = e ex. O

Agora vamos provar um lema que complementa o lema anterior. O lema
a seguir nos diz que podemos usar a funcao II para obter uma PEG que casa

quando uma dada expressao regular casa:

Lema 3.6.3. Seja x uma cadeia de caracteres, e, uma expressao reqular, e Gy,
sy <x ~ ~
uma gramdtica, onde Gy = ey. Entao para qualquer expressao ey bem formada

temos que Il(eq, Gi) & €0 €.

Demonstragao. A prova é por indugao na complexidade do par (eq, z).

Quando ey = ¢, temos que eg e = e, = ex. Dado que (g, Gi) = Gy,

, <z
concluimos que Il(e, Gy) = e eg.

Quando ey = a, entao eg e, = aeg. Dado que Gilal Zae que Gylp] &
ex, pela regra con.1 temos que Gyla pyl & aey. Como Il(a, Gy) = Gilapy],

. <z
podemos concluir que II(a, Gy) = aey.

Quando ey = e ey, temos que e e = (€1 €2) e = €1 (eg e). Pela hipdtese
de indugao temos que Il(eq, Gi) & es e, € novamente pela hipétese de
indugao temos que Il(eq, I(eq, Gi)) & e1 (esex). Dado que Il(ey eq, Gi) =
II(eq, I(eq, Gg)), podemos concluir que Il(e; eg, Gy) i (e1e2) e

Quando ey = ey | eq, temos que ege, = (e1 |e2) ex = e1 e | ey €. Ha duas
regras associadas ao casamento da escolha e; | eg: choice.l e choice.2.

Se a regra choice.l foi usada, entao o casamento de e; foi bem sucedido.

Dado que (Vi, T, Pi, p1) = Il(e1, Gg), pela hipdtese de inducdo temos que
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ey, Gi)[p1] & e1 ex. Como o casamento de p; também é bem sucedido na
gramatica (Va, T, Py, p1 /p2) = (e | €2, Gy), pela regra ord.1 concluimos que
(e | ea, Gy) & (e1] e2) eg.

Se a regra choice.2 foi usada, entao o casamento de es foi bem sucedido.
Dado que o casamento de ey foi bem sucedido, vamos analisar dois casos:
quando o casamento de e; é bem sucedido, e quando o casamento de e; nao é
bem sucedido.

Se o casamento de e; é bem sucedido, a prova ¢ similar a quando a regra
choice.1 foi usada.

Se o casamento de e; nao é bem sucedido, como a gramatica
(Vi, T, Py, p1) = Il(ey, G) é completa, pela contrapositiva do lema 3.6.2
temos que o casamento de II(e;, Gi)[p1] nao é bem sucedido. Dado que
(Vo, T, Pa, p2) = I(eq, (€1, Gk)[pk]), sabemos que o casamento de p;
também nao é bem sucedido nessa gramatica, e como o casamento de e; ¢ bem
sucedido, pela hipétese de inducdo temos que I(eq, II(e1, Gi)[pk]) 2 eyep
Assim, pela regra ord.2, concluimos que Il(e; | €2, Gy) & (e1] ea) ey

Finalmente, no caso de uma repeticao, temos a expressao regular e} e, =
ey €} ey | ex. Ha duas regras que podem ter sido usadas no casamento dessa
escolha: choice.l e choice.2.

Se a regra choice.l foi usada, pela regra con.1 sabemos que o casamento
de e; é bem sucedido. Dado que e; casa uma cadeia nao vazia, temos que o
casamento de e} é bem sucedido para um sufixo ' < z. Assim, pela hipdtese de
inducao, temos que (e}, Gi) & e} ex. Novamente pela hipétese de inducao,
temos que I(eq, II(ef, Gy)) & ey e} eg. Seja py a expressao de parsing inicial de
II(eq, (e, Gy)), pela regra ord.1 temos que I(e3, Gi)[p1 / pk] 2 e el ex | ek,
e pela regra var.1 concluimos que (e}, Gi) & e} ex.

Se a regra choice.2 foi usada, precisamos analisar se o casamento da
primeira alternativa da escolha é bem sucedido ou nao.

Quando o casamento da primeira alternativa da escolha é bem sucedido,
entao a prova é andloga a quando a regra choice.l foi usada. Vamos provar
entao o caso em que o casamento da primeira alternativa da escolha nao é bem
sucedido.

Seja p; a expressao de parsing inicial de II(ey, (e}, G)), como a
gramética II(e}, G) é completa, pela contrapositiva do lema 3.6.2 temos que
o casamento de II(ef, G)[p1] ndo é bem sucedido. Dado que Gy[py] Z e,
entao temos que II(ef, G)[pk] & ex. Assim, pela regra ord.2, temos que
I(et, Gi)p1 /K] 2 e el ey |e, e pelaregra var.1 concluimos que I1(e}, Gy) =

€] ex. O
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Agora, vamos usar os lemas 3.6.2 e 3.6.3 para provar a seguinte proposigao
a respeito da equivaléncia entre uma dada expressao regular ey e a PEG obtida

a partir de eg usando a transformacao II.

Proposicao 3.6.4. Dada uma expressao reqular eq bem formada, temos que

a expressao reqular ege = ey € equivalente a gramdtica Il(ey, €).

Demonstracao. Como a expressao regular € é equivalente a expressao de
. . <z
parsing ¢, pelo lema 3.6.2 para qualquer cadeia = temos que Il(eg, £€) = ¢ege,

e pelo lema 3.6.3 para qualquer cadeia x temos que Il(eq, ) & €y E. U

Como um corolario da proposicao acima, dado que ae = a e que
[I(a, €) = a, seja ey uma expressao regular bem formada entdo ega é
equivalente a gramatica Il(eg, a).

Apesar de termos estabelecido a equivaléncia entre expressoes regulares
e PEGs, ainda nao discutimos quando uma expressao regular e uma PEG
definem a mesma linguagem.

Anteriormente, na proposi¢do 3.2.2, mostramos que x € L(eg) se e
somente se ey xy ~» y. Nessa definicio, o casamento da expressao e, usando
~5 nao precisa casar toda a entrada. Contudo, tal definicio ndo nos permite
mostrar que uma expressao regular e uma PEG equivalente definem a mesma
linguagem, pois uma expressao regular pode se relacionar com diferentes sufixos
da entrada através da relacio ~-, enquanto que uma PEG equivalente ird se
relacionar com apenas um sufixo da entrada.

Podemos ver isso no exemplo a seguir. Dada a expressao regular a|ab e
a PEG equivalente a /ab, para qualquer cadeia da forma ax temos a seguinte

arvore de prova associada ao casamento da PEG:

(char.1)

Gla] ax =5

Gla/b] ax =5

(ord.1)

Desse modo, a cadeia ab ¢ L(a/ ab), porém ab € L(a| ab). Assim,
precisamos mudar as definicoes de linguagens de expressoes regulares e de
PEGs para poder estabelecer a correspondéncia entre a linguagem de uma
expressao regular e de uma PEG equivalente.

Uma forma de fazer isso é usar o simbolo $ ¢ T' como um marcador de
final da entrada, de modo que uma expressao regular e, se relacione com apenas
um sufixo de uma determinada entrada. Dessa forma, dada uma expressao
regular ey e uma entrada z, se ey$ z$ ~> ¢ entdo x € L(ep).

No caso de PEGs, dada uma entrada da forma z$ sé hd um casamento

bem sucedido de uma PEG II(ey, $) quando toda a entrada ¢é consumida.
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Assim, o casamento de uma alternativa de uma escolha da PEG Tl(eg, $) é
bem sucedido somente se toda a entrada é consumida, como a arvore de prova

a seguir mostra (omitimos as regras usadas por motivo de espago):

Gbs) b s Gl$) $ We

Gla) ab$ "5 b$  G[8] b$ = fail  Gla] ab$ = b$ Gbg] b 5 e

Gla$] ab$ 5 fail Glab$] ab$ =5 e

Gla$/ab$] ab$ 5 e

. . PEG ~
Com base nisso, vamos definir que se Il(eg, $) 23§ ~> ¢ entao z €

L(I1(eq, €)).

Portanto, seja ey uma expressao regular bem formada, temos que
e0$ $ <> ¢ se e somente se G[I(eg, $)] =$ 5 €. Logo, a expressao regular
ep e a PEG Il(eg, €) definem a mesma linguagem.

Existe uma outra forma de estabelecer a correspondéncia entre a lin-
guagem de uma expressao regular e de uma PEG. Nessa forma, dada uma
expressio regular ey e uma entrada x, definimos que se ey * ~» & entéo
x € L(ep). Para definir a linguagem de uma PEG, vamos usar a expressao
de parsing . que discutimos na secao 2.1 e que é um agucar sintatico para
casar qualquer terminal da entrada. Como o casamento da expressao de par-
sing !. é bem sucedido somente quando a entrada é vazia, podemos usar essa
expressao para testar se a PEG casou toda a entrada. Assim, vamos definir
que se II(eg, 1) © <5 ¢ entdo z € Il(eg, €).

Portanto, dada uma expressao regular eg bem formada e uma cadeia x,

RE | PEG
temos que ey x ~» € se e somente se I(eg, I.) z ~ e.
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4
Gramaticas Livres de Contexto e PEGs

Este capitulo apresenta uma nova formalizagao de Gramaticas Livres de
Contexto (Context-Free Grammars —CFGs) e discute a correspondéncia de
CFGs lineares a direita e LL(k)-forte com PEGs equivalentes.

Na proxima secao mostramos a definicao usual de CFGs e na secao 4.2
apresentamos a nossa formalizacao de CFGs baseada em semantica natural,
que é proxima da formalizagao de PEGs apresentada no capitulo 2. Em seguida,
na secao 4.3, discutimos a interpretagao de uma mesma gramatica como uma
CFG e como uma PEG. A segao 4.4 discute a correspondéncia entre CFGs line-
ares a direita e PEGs equivalentes. Na secao 4.5 abordamos a correspondéncia
entre CFGs LL(1) e PEGs, e mostramos que uma gramatica LL(1), com uma
pequena restricao na ordem das alternativas de uma escolha, define a mesma
linguagem quando interpretada como uma CFG e quando interpretada como
uma PEG. A segdo 4.6 estende essa discussao para gramaticas LL(k)-forte,
e mostra que a partir de uma CFG LL(k)-forte podemos gerar uma PEG

equivalente que possui a mesma estrutura da CFG.

4.1
Definicao Usual de CFGs

Uma CFG é geralmente definida como uma tupla (V, T, P, S), onde V
¢ um conjunto finito de variaveis ou nao terminais, 7' é um conjunto finito de
terminais, P é um conjunto finito de produgoes, onde uma produgao é um par
(A, a) que relaciona um nao terminal A € V' com uma cadeia a de simbolos
da gramética (um simbolo da gramética pode ser um terminal ou um nao
terminal) e é representada como A — «, e S representa o nao terminal inicial
da gramética [Hopcroft e Ullman, 1979].

Dada uma CFG G = (V, T, P, S), usamos a relacdo = para substituir
um nao terminal A por uma cadeia [ de simbolos da gramética, onde A — ( €
P. Dessa forma, se « e v sao cadeias de simbolos da gramaticae A — (§ € P,
entao Ay =¢ afy.

A relagao = 6 o fecho reflexivo transitivo de = . Dada uma cadeia

a de simbolos da gramadtica, dizemos que « gera (ou deriva) [ se temos que
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*
a =g f.
Dizemos que uma cadeia w pertence a linguagem de uma gramatica G

quando S =¢ w.

4.2
Uma Nova Formalizacao de Linguagens Livres de Contexto usando
Semantica Natural

Apresentaremos nesta secao uma nova formalizacao de Linguagens Livres
de Contexto (Context-Free Languages — CFLs) que é baseada em semantica
natural. Essa nova formalizacao de CFLs usa expressoes de parsing e é préxima
da formalizacao de PEGs apresentada no capitulo 2. O uso de uma formalizacao
de CFLs que é préxima da formalizagao de PEGs nos ajudard a estabelecer
a correspondéncia entre classes de linguagens definidas através de PEGs e
através de CFGs.

Assim como em CFGs, na nova formalizacao de CFLs a descrigao de uma
linguagem é dada por uma tupla (V, T, P, ps), onde V' é um conjunto finito
de nao terminais, 7' é um conjunto finito de terminais, P é uma funcao de nao
terminais em expressoes de parsing, e pg ¢ a expressao de parsing inicial.

Diferentemente de CFGs, onde uma produgao associa um nao terminal
com uma cadeia de simbolos da gramatica, nessa nova formalizacao de CFLs
temos uma funcao P que relaciona nao terminais com expressoes de parsing.
Apesar dessa diferenga, a descricao visual de algumas linguagens é bastante
similar nos dois formalismos. Como exemplo, vamos analisar a descricao a se-
guir, que esta na Forma de Backus-Naur (Backus-Naur Form — BNF) [Knuth,
1964],

A— BC B—al|b C—cld

Se a descricao acima é de uma CFG, temos o seguinte conjunto de

producoes:
P={A—-BC, B—a, B—b C—c¢ C—d}

Nesse caso, o simbolo | é apenas uma convencao sintdtica usada para
separar cadeias de simbolos da gramatica associadas a um mesmo nao terminal.
No caso em que a descricao anterior é baseada em expressoes de parsing,

temos a seguinte definicao da fungao P:

P(A) = BC P(B) = al|b P(C) = c|d
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Nesse caso, o simbolo | é um operador bindrio.

Para simplificar a descricao de CFLs através de expressoes de parsing,
vamos assumir que a escolha e a concatenacao sao associativas a direita, de
modo que representaremos como py | pa | -+ | pn a expressdo de parsing
prl (2] (- | Pm)), € como py py - -+ pp & expressao de parsing py (pz (- -+ pn))-

Apesar de usarmos expressoes de parsing na nova formalizagao de CFLs,
nao daremos significado a expressoes de parsing da forma !p, pois com predi-
cados poderiamos definir linguagens que nao sao CFLs, e da forma p*, pois ela
nao é necessaria para definir CFLs.

Dada a descricao de uma CFL através de expressoes de parsing é
possivel obter uma CFG, assim como a partir de uma CFG podemos obter
a descricao de uma CFL através de expressoes de parsing. A primeira dessas
transformagoes é mais complicada, de modo que iremos discuti-la a seguir.

Uma vez que na nova formalizacao de CFLs temos uma expressao de
parsing inicial pg ao invés de um nao terminal, no caso em que pg ¢ V' devemos
modificar a descricao da CFL. Primeiro, adicionamos um novo nao terminal
A ao conjunto V. Segundo, adicionamos a producao A — pg. Finalmente,
tornamos A a expressao de parsing inicial.

Feito isso, o préoximo passo ¢ eliminar as escolhas que sao subexpressoes de
concatenagoes. Dado que é possivel agrupar expressoes de parsing com o uso de
parénteses, podemos ter uma expressao de parsing em que uma concatenagao

possui uma escolha como subexpressao, como mostrado a seguir:
A —(a|b)(c|d)

Acima, o nao terminal A esta associado a uma conjuncao de disjuncgoes,
isto é, uma concatenacao de escolhas. Para obtermos uma descricao baseada
em expressoes de parsing que nao possui uma escolha como subexpressao de
uma concatenacao, devemos realizar uma transformagao similar a que fazemos
para converter uma descrigao na Forma de Backus-Naur Estendida (Fztended
Backus-Naur Form — EBNF) [Wirth, 1977, ISO] em uma CFG. Durante essa
transformacao, devemos criar um novo nao terminal para cada escolha que é
subexpressao de uma concatenagao. A seguir, reescrevemos o exemplo anterior

apds essa transformacao:
A—BC B —al|b C—cld

Notem que usamos novos nao terminais B e C' para eliminar a conjungao
de disjuncoes.

Embora intuitivamente as transformacoes anteriores sejam simples, a
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formalizacao delas é trabalhosa. Como essa formalizagao nao possui aspectos
interessantes, preferimos discutir essas transformagoes somente de maneira
informal.

Dado que visualmente a descricao de CFLs através de CFGs é pratica-
mente idéntica a descricao de CFLs através de expressoes de parsing, e que,
como discutimos acima, é possivel transformar uma descrigao na outra, vamos
cometer um abuso de linguagem e usar daqui em diante o termo CFG (ou
gramatica) ao nos referirmos a descrigdo de uma CFL através de expressoes
de parsing. Quando for necessario fazer uma distingao entre essas duas forma-
lizagoes de CFLs, iremos usar os termos CFG usual e CFG descrita através de
expressoes de parsing.

A interpretagdo de uma CFG G = (V, T, P, S) descrita através de
expressoes de parsing ¢é feita pela relacao CES, cuja definicao usa semantica
natural e é apresentada na figura 4.1. De modo andlogo a PEGs, dada uma
CFG G = (V, T, P, ps), usamos a notagao G[ps] para representar uma nova
gramética G' = (V, T, P, pl).

Na figura 4.1, podemos ver que dada uma gramédtica e uma cadeia de
entrada, a relacdo <5 casa um prefixo da entrada de acordo com as produgoes
da gramatica. De maneira mais precisa, definimos < como uma relacao
(G x T*) x T*, onde <S relaciona uma gramatica G e uma entrada xy com
um sufixo y da entrada. Usamos a notacio G zy ~» y para representar que
(G, zy), y) € 5.

A relacdo ~5 ndo é uma funcao, pois ela nao relaciona cada par (G, w)
com um sufixo de w, e ela também pode relacionar um par (G, w) com
diferentes sufixos de w.

A seguir, definimos a linguagem de uma CFG descrita através de ex-

pressoes de parsing:

Definicao 4.2.1. Dada uma CFG G descrita através de expressies de parsing,
a linguagem de G consiste das cadeias x tais que G xy ~> y, onde y ¢ uma

cadeia qualquer.

Ao longo do texto, usaremos L(G) para representar a linguagem de uma
CFG G.

Note na definicao anterior que o sufixo y pode ser qualquer cadeia, pois
nao temos predicados em CFGs e portanto y nao é usado para determinar o
resultado de um casamento.

A seguir, vamos discutir as linguagens de uma CFG usual e da sua
formalizacao correspondente descrita através de expressoes de parsing.

Como vimos anteriormente, a partir de uma CFG G = (V, T, P, S)

descrita de forma usual é possivel obter uma gramatica G' = (V, T, P', 5)
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Cadeia Vazia ———— (empty.1) Terminal —————— (char.1)

Gle] = S5 ¢ Gla] ax ~~ =z

G[P(A)] zy Y Y Glp1] zyz P yz  Glpa] yz P

Varidvel (var.1) Concatenacao (con.1)
GlA] zy Ty Glpipa] zyz 5 2
CFG CFG
Escolha Glpi oy M;_g (choice.1) Clpz] vy chg (choice.2)
Glpr|p2] wy ~'y Glpr|pa] 2y ~'y

Figura 4.1: Definicao da Relagao <% Usando Seméantica Natural

. , ~ . , . « o~ CFG

descrita através de expressoes de parsing. Além disso, dada a definicdo de ~~
CFG
podemos afirmar que S = x se e somente se G' zy ~~ y.
Para provar formalmente essa correspondéncia precisamos formalizar a
transformagao de G em G’, o que nao iremos fazer. Contudo, dadas as regras
~ CFG . ~ , cps . ~ . ,
da relacao ~>, acreditamos que nao é dificil ver que essa correspondéncia é
verdadeira.
A~ . A~ . CFG

Uma consequéncia da correspondéncia entre = e ~» é que w pertence
a linguagem de G se e somente se w € L(G').

7 ~ . CFG . .

Apds mostrar a correspondéncia entre =g e ~+, vamos discutir quando
uma gramatica descrita através de expressoes de parsing possui estrutura BNF
e enunciar algumas propriedades de CFGs descritas através de expressoes de
parsing. Mais adiante, na secao 4.3, vamos estudar a correspondéncia entre as

~ CFG PEG
relacoes ~~ e ~~.

4.2.1
Estrutura BNF

A seguir, definimos quando uma CFG descrita através de expressoes de

parsing possui estrutura BNF":

Definigao 4.2.2. Uma CFG G = (V, T, P, ps) descrita através de expressoes
de parsing possui estrutura BNF se ela estd de acordo com as sequintes

restricoes:

1. Nenhuma escolha de G é uma subexpressao de uma concatenagao.
2. pseV

3. Para toda escolha py|ps de G onde uma alternativa casa a cadeia vazia

e a outra nao, temos que a alternativa ps € a que casa a cadeia vazia.
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A restricao 1 ja foi discutida anteriormente, quando mostramos como
transformar uma CFG descrita através de expressoes em uma CFG usual. Se
uma gramatica G respeita essa restrigao, ela possui uma representacao direta
na forma BNF.

A segunda restrigao diz respeito a expressao de parsing inicial, que deve
ser um nao terminal. Essa restrigao sera 1til ao provarmos a correspondéncia
entre CFGs LL(1) e LL(k)-forte ¢ PEGs.

Por fim, a restricao 3 exige que quando somente uma alternativa de uma
escolha casa a cadeia vazia, essa alternativa seja a iltima. Essa restricao nao
afeta a linguagem da CFG, pois a linguagem de uma CFG nao muda quando
na sua descricao BNF' alteramos a ordem das alternativas de uma escolha.
Apesar dessa restricao parecer um pouco artificial, veremos mais adiante que
ela simplifica a discussao da correspondéncia entre CFGs LL(1) com expressoes
e e PEGs.

4.2.2
Propriedades de CFGs

Iremos definir dois lemas a respeito do casamento em uma gramatica
~ . CFG . . .
usando a semantica de ~~. O primeiro desses lemas possui lemas correspon-

dentes em PEGs, mas o segundo nao.

Lema 4.2.1. Dada uma CFG G, se existe um casamento G x ~5 2’ entdo
para toda subdrvore G y = Yy desse casamento temos que y é um sufixo de x

e que x' € um sufizo de y’.

Demonstracao. A prova é por inducao na altura da arvore de prova dada
por . Vamos provar que o lema ¢ verdadeiro nos antecedentes (subdrvores
préprias) de todas as regras de =

Quando a expressao de parsing é da forma € ou da forma a, como as regras
empty.l e char.l nao possuem antecedentes o lema é trivialmente satisfeito.

Quando a expressao de parsing é da forma A, pela regra var.1 temos que
o antecedente é G[P(A)] y Sy, onde y =2 e y =2/, e pela hipStese de
inducao concluimos que o lema é verdadeiro nessa subarvore.

Quando a expressao de parsing é da forma p; ps, seja x = tuv, pela regra
con.1 temos as subarvores G[p] tuv 5 wv e G[py] wv <5 v. No caso da
primeira subarvore, temos que tuv é um sufixo de tuv, e que v é um sufixo de
uv, e pela hipotese de inducao o lema é verdadeiro nas suas subarvores. Na
caso da segunda subarvore, temos que uv é um sufixo de tuv, e que v é um
sufixo de v, e pela hipdtese de inducao o lema é verdadeiro nas suas subarvores.

Quando a expressao de parsing é da forma p; | pe, as regras associadas

sao choice.l e choice.2. Se a regra choice.l foi usada, temos uma subarvore
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CFG .7 . ~ 7
Glp] y ~ 3/, onde y = = e y = 2/, e pela hipétese de indugao o lema é
verdadeiro nas suas subdrvores. O caso em que a regra choice.2 foi usada é

analogo. O

O lema anterior é o correspondente para CFGs dos lemas 2.3.2 e 2.3.3,
que sao a respeito de PEGs. Por outro lado, o préximo lema nao possui um

lema correspondente em PEGs, por razoes que discutiremos logo em seguida:

Lema 4.2.2. Dada uma CFG G, temos que se G zy <5 y entdo Yy -
Gy Sy
Demonstracao. A prova é por inducao na altura da arvore de prova dada por
Py

No caso de uma concatenacao p; ps, somente a regra con.l pode ter sido
usada. Por essa regra sabemos que G[p;1] 122y 5 xoy e que G[ps] xoy B Y,
onde x = mxjxy. Pela hipdtese de indugao temos que G[pi| z1z2y P
roy' e que Gpa| x2y <5 . Assim, pela regra con.l conclufmos que
Glp1ps] mizay 5y

A prova dos outros casos é similar. O

Dada uma PEG G, onde G é livre de predicado, em um primeiro
momento poderiamos pensar em adaptar o lema 4.2.2 para PEGs. Contudo,
essa adaptagao do lema 4.2.2 nao é possivel. Para ver a razao disso, vamos

considerar a PEG a seguir, onde S ¢ a expressao de parsing inicial da gramética:
S — AB A — aba/a B —b

Dada a entrada abc, temos o casamento G abc % ¢, com subarvores
G[A] abe <5 be e G[B] be %5 ¢. Dada uma nova entrada abac, temos o
casamento G abac ~» fail, com subdrvores G[A] abac 5 ¢ e G[B] ¢ %%
fail. Como podemos ver, ao mudarmos um sufixo da entrada, o nao terminal
A passou a casar um prefixo diferente, o que fez com que o casamento de B
falhasse e com que os casamentos de A B e de S também falhassem.

Em resumo, no caso de expressoes regulares e CFGs os lemas 3.2.3 € 4.2.2,
nos dizem que quando uma expressao regular ou CFG casa um prefixo = da
entrada e deixa um sufixo y, podemos mudar esse sufixo y da entrada e ainda
casar o mesmo prefixo x. J4 no caso de PEGs, com base na discussao anterior
podemos concluir que quando uma PEG casa um prefixo x da entrada e deixa

um sufixo y, isso nao implica que podemos mudar esse sufixo y para 1y’ e obter

um casamento bem sucedido para a entrada xy’.
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4.3
~ . aG PEG
Correspondéncia entre ~~ e ~~

Com base na definicao de pAY apresentada na secao anterior e na definicao
de %% apresentada na secdo 2.3, vamos comparar as regras de ~s com as regras
de <% para ver as semelhancas e as diferencas entre CFGs e PEGs.

Podemos notar que somente =~ possui regras onde o resultado de um
casamento é fail. As regras de 8 usam fail porque, como discutimos no
capitulo 2, a nocao de falha é importante em PEGs para definir a escolha
ordenada e o predicado de negacao. Sem a nocao de falha, seria mais dificil
expressar essas definigoes. Uma outra maneira de expressa-las seria através do
uso de um quantificador existencial. Nesse caso, dada uma gramética G' e uma
cadeia z, expressarfamos a nocao de falha como 32’ <z -G x P

Embora o uso de fail seja essencial em %]»G, ele nao é apropriado nas
regras de <5, uma vez que em CFGs a escolha nao é ordenada e nao ha
predicados. Se tentassemos usar a nogao de falha na definicao das regras de
CVFS, o fato da escolha nao ser ordenada resultaria em uma semantica onde um
casamento poderia ser bem sucedido e falhar para uma mesma entrada. Nessa
semantica, a nocao de falha seria de pouca utilidade, pois quando o resultado
do casamento de uma dada entrada é fail, isso nao significa que nao ha um
casamento bem sucedido para essa entrada.

Se analisarmos as regras de Fede ™ podemos ver que as regras empty.1,
char.l e choice.l de S5 sao, respectivamente, idénticas as regras empty.1,
char.l e ord.1 de %]»G, e que as regras var.l e con.l de <5 diferem das
regras var.l e con.l de 25 somente pelo fato de que o resultado destas duas
ultimas regras também pode ser fail. Assim, podemos concluir que a principal
diferenca entre <5 e <5 estd nas regras choice.2 e ord.2.

Como ¢ possivel usar a regra choice.2 em um casamento mesmo quando
héd um casamento bem sucedido através da regra choice.l, temos que o
casamento usando a semantica de % ¢é nao deterministico. Assim, dada uma
gramatica G e uma entrada z, o resultado do casamento de x em G usando
pAY pode nao ser tnico.

Por outro lado, como a regra ord.2 s6 pode ser usada em um casamento
quando nao hé um casamento bem sucedido através da regra ord.1, temos que
o casamento usando a seméantica de ~> é deterministico. Assim, dada uma
gramatica G e uma entrada x, o resultado do casamento de x em G usando

PEG ,
~» € Ssempre O mesmao.
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43.1
Interpretacao de uma Gramatica como uma CFG e como uma PEG

Uma vez que a descricao de uma CFG é muito proxima da descricao de
uma PEG, dada uma gramatica GG, podemos interpreta-la usando a semantica
de <5 ou a seméntica de %5,

A tnica diferenca entre a descricao de uma CFG e de uma PEG esta
na notacao usada para representar uma escolha. Como norma geral, daqui
em diante usaremos a notacgdo p; | p2 para representar uma escolha nos dois
formalismos. Contudo, quando desejarmos enfatizar que uma gramatica esta
sendo interpretada como uma PEG, usaremos a notagao p; /p, para representar
uma escolha.

Dada uma gramatica GG, vamos usar a notagao L“"“((G) para representar
a linguagem que G define quando interpretada como uma CFG. De modo
analogo, usaremos a notagao L™ (G) para representar a linguagem que G
define quando interpretada como uma PEG.

Dado que a seméntica de ~5 é diferente da semantica de ~=, geralmente
uma gramatica G interpretada como uma CFG nao define a mesma linguagem
que ela define quando interpretada como uma PEG. Contudo, dada uma
gramatica G que é livre de repeticao e livre de predicado, se G casa uma
cadeia = quando interpretada como uma PEG, ela também casa =z quando

interpretada como uma CFG, conforme o lema a seguir:

Lema 4.3.1. Dada uma gramdtica G, onde G ¢é livre de repeticao e livre de

predicado, temos que se G xy %y entao G xy gfy.

Demonstracdo. A prova é por inducao na altura da arvore de prova dada pela
relacio ~. O caso interessante da prova é o da expressio de parsing p; / pa.
H4 duas regras em % relacionadas a esse caso: ord.1 e ord.2.

Se a regra ord.l terminou a prova, entao Glp;| zy = y. Assim, pela
hipétese de indugdo, Glp] xy pAY y, e pela regra choice.l concluimos que
Glp1 | pa] zy = Y.

Se a regra ord.2 terminou a prova, entdo G[p;] xy ~ fail e G[ps] zy =~
y. Pela hipétese de inducao temos que G[ps] xy pAY y, e pela regra choice.2

concluimos que Glpy | pa] zy <5 y. O

Dada uma gramatica G livre de repeticao e livre de predicado, um
coroldrio do lema 4.3.1 é que L™ (G) C L“°(G).

Mais adiante, na segao 4.5, veremos que quando a gramatica G é LL(1),
entdo temos que L™ (G) = L%(G).
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4.4
Correspondéncia entre CFGs Lineares a Direita e PEGs

Na formalizacao usual de CFGs, gramaticas lineares a direita sao uma
classe de CFGs onde o lado direito de uma produgao possui uma das seguintes
formas [Hopcroft e Ullman, 1979]:

A— wB A — w

Como podemos ver, em gramaticas lineares a direita um nao terminal
sempre aparece na extremidade direita de uma concatenacao, de modo que
nunca temos uma concatenagao onde um nao terminal precede um simbolo da
gramatica.

A classe de linguagens descritas por CFGs lineares a direita ¢ igual a
classe de linguagens regulares, que sao as linguagens descritas por expressoes
regulares e automatos finitos.

Dado que todo autémato finito pode ser transformado em uma gramatica
linear a direita, ao discutirmos a correspondéncia entre CFGs lineares a direita
e PEGs, estamos indiretamente discutindo como transformar autématos finitos
em PEGs, como sugerido em Ierusalimschy [2009].

Na nossa formalizacao de CFGs, uma gramatica G é linear a direita
se todas as concatenagoes da gramdtica sio da forma (w)B' ou w, onde a
expressao de parsing w representa a concatenagao de varios terminais.

A partir de uma gramatica linear a direita G = (V, T, P, S) completa,
podemos gerar uma PEG G’ = (V, T, P’, S) equivalente da seguinte maneira,
onde usamos a expressao . que é um acucar sintatico que casa qualquer

terminal:

para toda produgdo A —py | p2 | -+ | pn € P:
P'(A) = matchEnd(p,) /| matchEnd(ps) /| --- | matchEnd(p,)

A definicao de matchEnd é dada a seguir:

(w)!l. se p=w

matchEnd(p) = { (W) B se p=(u)B

Iremos nos referir ao processo anterior de obter a gramatica G’ a partir

da gramaética linear a direita G' de transformacao c-End.

1Caso ndo usdssemos parénteses para agrupar a expressio w = a1as - - - an, teriamos a
concatenagao aj (az - - - a,B).
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A gramética G’ é completa, pois G nao possui producoes recursivas
a esquerda e a transformacao e-End nao introduz produgoes recursivas a
esquerda.

Dado que o casamento da expressao de parsing !. é bem sucedido apenas
quando a entrada é vazia, uma propriedade interessante da PEG G’ obtida
através da transformacao e-End é que um casamento em G’ s6 é bem sucedido

quando toda a entrada é consumida, como nos diz o lema a seguir:

Lema 4.4.1. Dada uma gramdtica linear a direita G completa, e uma
gramdtica G' obtida a partir de G usando a transformacao e-End, temos que
se G'[A] = %5y entio y =e.

Demonstracao. A prova é por inducao na altura da arvore de prova dada por
=

Dado que G’ foi obtida a partir da transformacao e-End, entao a forma
geral de uma concatenagao ¢ (w)!. ou (w) B.

No caso de uma concatenacao da forma (w)!., seja z = wy, temos que
G'l(w)!.] wy <5y, e pela regra con.1 temos que G'[I.] y %5 y. Dado que o
casamento de !. s6 é bem sucedido para a entrada vazia, entao concluimos que
y=¢c.

No caso de uma concatenagao da forma (w) B, seja x = wz’, temos que
G'[(w) B] wa’ %5 y. Pela regra con.l sabemos que G'[B] ' “5 y, e pela

hipdtese de indugao concluimos que y = €. O

Um corolario que segue do lema anterior é que em uma PEG G’, obtida
a partir de uma CFG linear a direita, o casamento de uma alternativa de uma
escolha s6 é bem sucedido se toda a cadeia de entrada é consumida.

No caso de PEGs, onde temos uma escolha ordenada, devemos notar que
quando as duas alternativas de uma escolha casam toda a entrada, o casamento
dessa escolha ocorrerd somente através da primeira alternativa.

Agora, vamos usar o lema anterior para provar a correspondéncia entre

CFGs lineares a direita e PEGs obtidas através da transformacao e-End:

Proposicao 4.4.2. Dada uma gramdtica linear a direita G completa, e uma
gramdtica G' obtida a partir de G usando a transformacao e-End, temos que

CFG PEG
G x ~ ¢ se e somente se G' x ~ €.

Demonstragao. (<): Vamos provar esta parte por indugao na altura da drvore
de prova dada por %=. O caso interessante ¢ o da expressao de parsing da forma
P} / Py, cujas regras associadas sao ord.1l e ord.2.

Se a regra ord.l foi usada, entao pela hipétese de indugao temos que

Glp] = <5 g, e pela regra choice.l concluimos que Glp1|pe] = A
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Se a regra ord.2 foi usada, entao pela hipétese de indugao temos que
CFG . , CFG
Glpa] © ~~ e, e pela regra choice.2 concluimos que G[py|ps] x ~ €.
(=): A prova desta parte é por indugao na altura da arvore de prova
CFG . , ~ . .
dada por ~~. O caso interessante é o da expressdo de parsing p; | pa, cujas
regras associadas sao choice.l e choice.2.
Se a regra choice.l foi usada, pela hipdtese de indugao temos que
PEG , PEG
G'[p|] © ~~ €, e pela regra ord.1 concluimos que G'[p} / ph] = ~~ e.
Se a regra choice.2 foi usada, pela hipdtese de indugao temos que
PEG . . CFG
G'[py] x ~ . Vamos analisar dois casos: quando o casamento de p; em ~
. . . CFG ~
se relaciona com a cadeia vazia, e quando o casamento de p; em ~+ nao se
Y
relaciona com a cadeia vazia.
. . . CFG ~ .,
Se p; se relaciona com a cadeia vazia em ~-, entao pela hipdtese
. ~ PEG ,
de indugao temos que G'[p] = ~ &, e pela regra ord.l concluimos que
PEG
G'lpy/ po] © ~e.
~ . . . CFG o L.
Se p; nao se relaciona com a cadeia vazia em ~-, pela contrapositiva
~ . . . PEG ,
temos que p} nao se relaciona com a cadeia vazia em ~~. Como G’ é completa,
. . PEG .
pela contrapositiva do lema 4.4.1 temos que G'[p}] = ~~ fail. Como sabemos

que G'[ph] = %5 ¢, pela regra ord.2 concluimos que G'[p, / ph] = > «. O

Se assumirmos que uma cadeia w € L(G) somente no caso em que
G w <5 ¢, entdo temos que L (G) = L™ (G").

Como mostramos uma correspondéncia entre gramaticas lineares a direita
e PEGs equivalentes, entao podemos transformar um automato finito em uma
PEG equivalente.

Dado que podemos transformar expressoes regulares em automatos fi-

nitos, também temos uma outra correspondéncia entre expressoes regulares e

PEGs.

4.5
Correspondéncia entre CFGs LL(1) e PEGs

As graméticas LL(1) sdo uma classe de CFGs em que um parser top-
down correspondente pode decidir que producao da gramatica deve ser usada
olhando apenas o préximo terminal da entrada.

Como discutimos no capitulo 1, acredita-se que quando uma gramatica
¢ LL(1), ela define a mesma linguagem quando interpretada como CFG e
quando interpretada como PEG. Assim, para tentar comprovar essa conjectura,
estudaremos nesta segao a correspondéncia entre CFGs LL(1) e PEGs.

Na secao 4.5.1, mostramos que quando uma gramatica G é LL(1) e ndo
possui expressoes € temos que LY(G) = L™ (G). Em seguida, na se¢ao 4.5.2,

provamos que, com uma pequena restricao na ordem das alternativas de
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uma escolha, gramaticas LL(1) com expressoes ¢ também definem a mesma
linguagem quando interpretadas como CFGs e quando interpretadas como
PEGs.

Na discussao a seguir, usaremos o fato de que gramadticas LL(1) nao
possuem regras recursivas a esquerda [Fischer e LeBlanc, 1991], e portanto sao

completas.

45.1
Gramaticas LL(1) sem Expressoes ¢

Vamos comegar o nosso estudo da correspondéncia entre CFGs LL(1)
sem expressoes € e PEGs revendo a definicdo da funcao FIRSTEC.

Dada uma gramatica G, onde G nao possui expressoes €, e uma cadeia «
de sfmbolos da gramatica, FIRST(a) é o conjunto de terminais que podem
ser o primeiro terminal de uma cadeia gerada a partir de o na gramatica G,

como definido a seguir:
FIRSTY(a)={a€T | a = af}

A definicdo correspondente de FIRST® na nossa formalizacao de CFGs,

que usa expressoes de parsing e a relagao <5, ¢ dada a seguir:
FIRST(p)={a €T | Glp] ary ~~ y}

Como a gramética G' nao possui nenhuma expressao de parsing da forma
g, entao nenhuma expressao da gramatica casa a cadeia vazia. Assim, podemos
definir que uma gramatica G é LL(1) se todas as escolhas p; |p, de G satisfazem

a seguinte condigao:
FIRST®(p) N FIRSTC(py) = 0

De acordo com a definigdo acima, dada uma gramatica LL(1) G sem
expressoes ¢, temos que para toda escolha pi | py de G o casamento de uma
alternativa nunca é bem sucedido para uma entrada quando o casamento da
outra alternativa é bem sucedido para essa mesma entrada. Assim, o casamento
de py é bem sucedido somente quando o casamento de p; nao é bem sucedido.
Dessa forma, quando o casamento da escolha é bem sucedido, o resultado da
interpretacao da gramatica G como uma CFG ou como uma PEG é o mesmo,

como dito pela proposicao a seguir:

Proposicao 4.5.1. Dada uma gramdtica LL(1) G, onde G ndo possui ex-

~ CFG PEG
pressoes €, temos que G xy ~ y se e somente se G xy ~ y.
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Demonstracao. Como o lema 4.3.1 prova a parte <= desta proposicao, precisa-
mos provar apenas a parte =-. Vamos provar esta parte por indugao na altura
da arvore de prova dada por <5. O caso interessante da prova é o da expressao
de parsing p; | po. H4 duas regras em <5 associadas a esse caso: choice.l e
choice.2.

Se a regra choice.l terminou a prova, entdao G[p;] xy P y. Assim,
pela hipétese de inducao, G[pi] xy =% Y, e pela regra ord.1 concluimos que
Glpr/ pa] vy = y.

Se a regra choice.2 terminou a prova, sabemos que G|[py| =y P y. Como
(G nao possui expressoes €, uma expressao de parsing sempre casa uma cadeia
nao vazia, de modo que a cadeia z é da forma aw.

Dado que p, casa aw sabemos que a € FIRST%(py), e como G é
LL(1) entdao a ¢ FIRST(p;). Portanto, seja y' um sufixo de awy, temos que
By’ Glp1] awy <5 y'. Como gramaticas LL(1) sdo completas, sabemos que G é
completa. Assim, pela contrapositiva do lema 4.3.1, temos que G[p1] awy =
fail. Uma vez que G|ps] awy P y, pela hipdtese de inducao temos que

Glps] awy =5y, e pela regra ord.2 concluimos que Glp1 / pe] awy Fy. O

Um coroldrio da proposi¢ao 4.5.1 é que dada uma gramatica LL(1) G,
onde G nao possui expressoes ¢, temos que G zy ~s y se e somente se
G xy = y, ou seja, G define a mesma linguagem quando a interpretamos

como uma CFG e quando a interpretamos como uma PEG.

4.5.2
Gramaticas LL(1) com Expressoes ¢

Se usarmos expressoes € para definir uma gramatica, entao alguma alter-
nativa de uma escolha pode casar a cadeia vazia, o que torna a proposi¢ao 4.5.1
invalida.

Para ver a razao disso, vamos interpretar a expressao de parsing p; | pa,
onde p; casa a cadeia vazia. Se usarmos a seméantica de PEE, entao o casamento
de p; sempre é bem sucedido e o casamento de p; / p» nunca acontece através
da regra ord.2. Por outro lado, se interpretarmos p; | p, usando a seméantica
de %F»G, continua sendo verdade que o casamento de p; sempre é bem sucedido,
mas também pode acontecer um casamento bem sucedido da escolha através
da regra choice.2. Em virtude disso, uma gramatica LL(1) com expressoes
¢ pode definir linguagens diferentes quando interpretada como uma CFG e
quando interpretada como uma PEG. A gramética LL(1) G descrita a seguir

ilustra esse fato:

S—>A|B A—>aA\€ B—>b|c
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Se interpretarmos G' como uma CFG, entdao L“%(G) = {a", b, ¢ }. Por
outro lado, se interpretarmos G' como uma PEG, temos que L™ (G) = {a"},
pois o casamento do nao terminal A sempre é bem sucedido, e portanto o nao
terminal B nunca casa.

Como veremos mais adiante, se colocarmos uma restricao na ordem das
alternativas de uma escolha podemos obter uma gramatica que define a mesma
linguagem quando interpretada como uma PEG e quando interpretada como
uma CFG. Porém, antes de discutir essa restricao precisamos definir alguns
conceitos relacionados a uma gramatica LL(1) com expressoes €.

Na discussao a seguir, assumiremos que a gramatica G possui uma
estrutura BNF. Como discutido na secao 4.2, se G é uma gramatica com
estrutura BNF, entdo uma escolha p; | po nunca é uma subexpressao de uma
concatenacao, de modo que ela ou esta associada a um nao terminal A, ou ela
é uma subexpressao de uma escolha que estd associada a um nao terminal A.
Além disso, quando G possui estrutura BNF temos que ps = 5, ou seja, a
expressao de parsing inicial de G é sempre um nao terminal S.

Vamos comecar atualizando a definicio de FIRST®:
FIRST®(p) = {a e T | Gp| axy 5y} U matchEmpty(p)

{e} seGp] = Sz

1] caso contrario

matchEmpty(p) = {

Também precisamos definir a funcio FOLLOWS, que nos fornece o
conjunto de terminais que podem seguir imediatamente um nao terminal.
Para definir FOLLOW® usaremos o simbolo $ como um marcador de fim
da entrada, onde $ ¢ T. A seguir, definimos quando um terminal a pertence
ao conjunto FOLLOW® de um nao terminal A:

Dada uma gramatica G = (V,T, P, S) temos que a €
FOLLOWS(A) se hé uma érvore de prova G w$ <5 $ com uma

subdrvore G[A] zay ~ ay.

Para computar FOLLOWY, vamos analisar a forma geral da drvore de
prova dada por “~, a qual é mostrada na figura 4.2, e ver como a definigao
anterior de FOLLOW® funciona. Na figura 4.2, cada simbolo p; representa
uma concatenagao e cada simbolo p;; representa a cadeia vazia, um terminal,
ou um nao terminal. Nessa mesma figura, o simbolo b; representa um terminal
ou a cadeia vazia, e o simbolo x; representa uma cadeia (possivelmente vazia).

Na parte de baixo da arvore de prova estd o casamento da expressao

de parsing inicial S. Pela definicio de FOLLOWSY sabemos que $ €
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Glpir] b1z bpzn <5 bozg - buwn$  Glpia] bato - bpzn$ <5 byws - bywn$ Glpin] bnzn$ 5 8
G[pﬂ Di2 * pm] bixy .- 'bnlﬂn$ C“F”G $
Glpi [ p2| - | pm] bizs - bpzn$ 55 8

Figura 4.2: Forma Geral da Arvore de Prova Quando a Gramética G Possui
Estrutura BNF

FOLLOWSY(S). No antecedente do casamento de S temos o casamento da
expressao de parsing relacionada a S. Geralmente essa expressao de parsing
¢ uma escolha, mas ela também pode ser uma concatenagao, um simbolo da
gramatica, ou €. Nestes trés ultimos casos, dizemos que temos uma escolha
unitdria.

No antecedente do casamento da escolha temos o casamento de uma das
alternativas da escolha. Geralmente esse é o casamento de uma concatenagao,
mas também pode ser o casamento de um simbolo da gramatica ou de €.

Finalmente, temos as arvores de prova associadas com cada expressao de
parsing da concatenagao. A expressao de parsing p;; casa a cadeia byz; (que
pode ser vazia), a expressao de parsing p;p casa a cadeia baxs (que pode ser
vazia), e assim por diante.

Se considerarmos que p;; ¢ um nao terminal A e que by é um terminal,
entdo pela definicdo de FOLLOW ¢ sabemos que by € FOLLOWY(A). Como
Pio casa byy, também sabemos que by € FIRSTC (py).

Se byry é uma cadeia vazia e by é um terminal, entao by €
FOLLOW®Y(A). Caso todas as cadeias b;jz;, onde 1 < j < n, sejam vazias,
entdao $ € FOLLOWE(A).

Com base nessa descricao, podemos computar FOLLOWY para todos
os nao terminais A € V' seguindo o algoritmo descrito na figura 4.3, onde X ;
pode ser €, um terminal ou um nao terminal, e a repeticao converge quando
nenhum terminal é adicionado a nenhum conjunto FOLLOWE(A).

No algoritmo para computar FOLLOWY usamos o operador ®, cuja

defini¢ao ¢ dada a seguir:

{X seed X
X®Y =
(X —={e})) UY seceX

Vamos agora voltar a nossa aten¢ao para a discussao sobre a corres-
pondéncia entre CFGs LL(1) e PEGs, onde usaremos FIRSTY e FOLLOW Y

para definir o que é uma gramética LL(1) com expressoes €.
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para todo A € V :

FOLLOWC(A) = {)
FOLLOWE®(S) ={$}
repita

para toda produgdo A — Xy1-+ Xipy | -+ | X1 Xy, -

para toda concatenacao X;q---X;p, :
para j =1 até n; :
se X;; € V entao :
FOLLOWY(X;;) = FOLLOW®(X;;) U

(FIRST®(Xijy1- Xin,) ® FOLLOWC(A))

até convergir

Figura 4.3: Algoritmo para Computar FOLLOWY dada uma Gramética
LL(1) G com Estrutura BNF

Em gramadticas LL(1) as alternativas de uma escolha casam cadeias que
comecam com terminais diferentes, e no maximo uma das alternativas pode
casar a cadeia vazia. Como vimos antes, dada uma escolha p; | p, onde p;
casa a cadeia vazia, se interpretarmos essa escolha usando a semantica de =
o casamento de p; sempre € bem sucedido e portanto p, nunca casa. Para
resolver esse problema, definimos na secao 4.2 que quando uma gramética
possui estrutura BNF a alternativa de uma escolha que nao casa a cadeia vazia
sempre precede a alternativa que casa a cadeia vazia. Assim, em gramaticas
LL(1) que possuem estrutura BNF, dada uma escolha p; | po, sabemos que
somente a alternativa ps; pode casar a cadeia vazia. Em virtude disso, a
alternativa p; deve casar pelo menos um terminal para que o seu casamento
seja bem sucedido.

Essa restricao afeta o resultado do casamento de uma escolha somente
quando a interpretamos como uma PEG, pois em CFGs a ordem das alterna-
tivas de uma escolha nao é relevante.

Dada entao uma gramatica GG, onde GG possui estrutura BNF, dizemos que
G é LL(1) se para toda produgao A — p de G, seja p; | po uma subexpressao

de p, temos que as seguintes condicoes sao satisfeitas:

~ FIRSTC(py) N FIRSTC(py) = 0
— se € € FIRSTY(py) entao FIRST(p;) N FOLLOWCS(A) = 0

Quando G é LL(1), queremos mostrar que L7%(G) = L™ (G). Para

. . ~ LI(1) . CFG
alcancar esse objetivo, vamos definir a relagdo ~~ que, assim como ~v,
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Cadeia Vazia — (empty.1) Terminal —  (char.1)
LI(1) LI(1)
Glel v ~ Gla] ax ~~ x

P(A = el -
G[P(A4)] =y y(var.l) Concatenacgao Glpu] wyz = vz GEE] =

G[A] zy = Yy Glp1p2] zyz ~ 2

Variavel & (con.1)

LL(1)
Glp1] zy ~'y
LI(1)

Glpi|p2] zy ~'y

Escolha (choice.1)

LL(1)
Glpa] xy ~'y

o r=Ee= B3y - Glpi] zy =5 y' (choicer,y,(1)-2)
Glpr|p2] zy ~'y

Figura 4.4: Definicao da Relagao "4 Usando Semantica Natural

relaciona uma graméatica G e uma entrada xy com um sufixo y da entrada. Na
. o~ Li(1) A~ .
figura 4.4, apresentamos a definicao de ~~" usando semantica natural.
Li(1) ~ . . < CFG
Como podemos ver, as regras de ~> sao iguais as regras de ~-, com
~ . < . CFG
excegao da regra choicerr1).2, que corresponde a regra choice.2 de ~. Na
o (1) . .
semantica de ~», a segunda alternativa de uma escolha sé casa um prefixo
vazio da entrada se o casamento da primeira alternativa da escolha nao é bem
sucedido para essa entrada.
Quando temos uma gramatica LL(1), podemos estabelecer a seguinte
N ~  CFG LI(1)
correspondéncia entre as relagoes ~~ e ~5:
sy CFG
Lema 4.5.2. Dada uma gramdtica LL(1) G, temos que se G[A] zay ~ ay,
. 1)
onde a € FOLLOWY(A), entio G[A] zay ~~ ay.

Demonstracao. A prova é por inducao na altura da arvore de prova dada por
CFG . , ~ . . ~

~+. O caso interessante é quando a expressao de parsing associada ao nao
terminal A é uma escolha p; | p2 e a regra choice.2 é usada. Nesse caso, temos

a seguinte arvore de prova:

Glps] xay P ay

= (choice.2)
Glp1 | pa] zay ~~ ay

G[A] zay 5 ay

(var.1)

Dado o casamento G[ps] xay pAY ay, temos que ps pode ter casado a
cadeia vazia ou uma cadeia nao vazia.

Se py casou a cadeia vazia, entdo r = € e temos que G[ps] ay = ay,
onde e € FIRST(py). Dado que a € FOLLOWY(A) e que G é LL(1), temos
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que FIRSTY(p,) N FOLLOWS%(A) = (), de modo que a ¢ FIRST(p;) e o
casamento de p; nao é bem sucedido usando ~%. Logo, temos que o casamento
de p; nao é bem sucedido usando 4. Pela hipotese de inducao temos que
LI(1) . LI(1)

Glpa] ay ~ ay, e pela regra choiceprn).2 temos que Gp; | p2] ay ~ ay.
Portanto, pela regra var.1, concluimos que G[A] ay 5 ay.

Se p, casou uma cadeia nao vazia, entao pela hipétese de inducao
Glps] zay =5 ay. Pela regra choiceprn).2 temos que Gpy | p2] zay = ay

e pela regra var.1 concluimos que G[A] zay B ay. O

Poderiamos provar também a outra direcao do lema anterior. Contudo,
embora seja facil provar que todo casamento bem sucedido através da relagao
"4 também é bem sucedido através da relacao <%, ndo seria tao fcil assim
mostrar que a condigdo a € FOLLOWY(A) do lema anterior ¢ satisfeita
no casamento através de ~s dado o casamento através de ~. Como nio
precisamos da outra direcao do lema 4.5.2 para provar a correspondéncia entre
CFGs LL(1) e PEGs, nao iremos mostré-la.

Apos estabelecer a correspondéncia entre X e LL@, vamos definir o
seguinte lema a respeito do casamento em uma gramética LL(1) usando a

~ . Li(1) N . PEG
semantica de ~" e a semantica de ~~:

Lema 4.5.3. Dada uma gramdtica LL(1) G, entio G[A] zay = ay, onde
a € FOLLOWES(A), se e somente se G[A] zay ~ ay.

Demonstragao. (=): Vamos provar esta parte por inducao na altura da drvore
de prova dada por 4.0 caso interessante é quando a expressao de parsing
associada ao nao terminal A é uma escolha p; | po. Existem duas regras em ey
relacionadas a esse caso: choice.l e choicepr1).2.

Se a regra choice.l foi usada, entdao G[p;] xay e ay, e pela hipétese de
inducao Gp1| zay 25 ay. Assim, pela regra ord.1, temos que Glp1 /pa] xay =
ay e pela regra var.1 concluimos que G[A] zay 5 ay.

Se a regra choicer).2 foi usada, entdo G[ps] zay e ay, onde py pode
ter casado a cadeia vazia ou uma cadeia nao vazia.

Se py casou a cadeia vazia, entdo x = . Dado que a gramética G é LL(1),
temos que FOLLOWS(A) N FIRST(p,) = 0, e como a € FOLLOWE(A)
entdao a ¢ FIRST®(p;). Portanto, o casamento de p; nao é bem sucedido
em ~. Como G é completa, pela contrapositiva do lema 4.3.1 temos que
Glp1] ay 25 fail. Dado que Glps] ay % ay, pela hipétese de inducao
temos que Glpo] ay =~ ay, e pela regra ord.2 temos que G[p, / po] ay =~ ay.
Assim, pela regra var.1, concluimos que G[A] ay =% ay.

Se py casou uma cadeia nao vazia bw, entdao b € FIRST(py). Pela
defini¢io de gramdtica LL(1) sabemos que FIRST®(p;) N FIRST (py) = 0,
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de modo que b ¢ FIRST(p;). Como p; nio casa a cadeia vazia, temos que o
casamento de p; nao é bem sucedido em ~>. Uma vez que graméticas LL(1) sao
completas, pela contrapositiva do lema 4.3.1 temos que G[p1| zay % fail.
Dado que G[py] zay % ay, pela hipétese de inducao temos que G[ps] zay =
ay, e pela regra ord.2 temos que G[p; / p2] zay 25 ay. Assim, pela regra var.1
concluimos que G[A] zay =5 ay.

(«): Vamos provar esta parte por inducao na altura da drvore de prova
dada por 5. 0 caso interessante é quando a expressao de parsing associada
ao nao terminal A é da forma p; /ps. As duas regras associadas a esse caso sao
ord.l e ord.2.

Se a regra ord.l foi usada, entdo G[p1] zay %5 ay. Pela hipétese de
inducao G[p1| ray "4 ay, e pela regra choice.l temos que Glp1 | p2] way e
ay. Portanto, pela regra var.l concluimos que G[A] xay = ay, onde a €
FOLLOWS(A).

Se a regra ord.2 foi usada, entdao G[p1] zay ~ fail e G[py] zay > ay,
onde py pode ter casado a cadeia vazia ou uma cadeia nao vazia.

Se py casou a cadeia vazia, pela hipotese de inducao temos que
Glps] ay % ay. Pela regra ord.2 sabemos que G[p] ay 2 fail, e pela
contrapositiva temos que o casamento de p; usando £ ndo é bem sucedido.
Assim, pela regra choicepr1).2, temos que G[p | pa] ay e ay, e pela regra
var.1 conclufmos que G[A] ay "~ ay onde a € FOLLOWCS(A).

Se po casou uma cadeia nao vazia, pela hipétese de inducao temos que
Glps] xay "5 ay, e pela regra choicer).2 temos que G[py | po] way e
ay. Assim, pela regra var.l, concluimos que G[A] zay e ay onde a €
FOLLOWY(A). O

Dada uma gramdtica LL(1) G, a seguinte proposi¢ao afirma que
L (G) = L™ (G):

Proposicao 4.5.4. Dada uma gramdtica LL(1) G = (V, T, P, S), temos que

G 28 E'$ se e somente se G 18 % $.

Demonstragio. (=): Dado que G 28 %5 $ e que $ € FOLLOWE(S), pelo
lema 4.5.2 temos que G 28 ' $, e pelo lema 4.5.3 conclufmos que G z$ ~5 §.

(«<): Dado que G z$ 5 $, pelo lema 4.3.1 concluimos que G z$ <5
$. 0O
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4.6
Correspondéncia entre CFGs LL(k)-Forte e PEGs

As gramadticas LL(k)-forte sdo uma classe de CFGs onde um parser top-
down correspondente pode decidir que producao da gramatica deve ser usada
olhando somente os préximos k terminais da entrada.

A classe de linguagens descrita pelas gramdticas LL(k)-forte é uma
subclasse da classe de linguagens descrita pelas gramdticas LL(k). Uma
gramética G é LL(k) se um parser top-down correspondente pode decidir que
producao da gramatica usar com base nos préximos k terminais da entrada
e também em quais produgoes da gramaticas foram usadas anteriormente,
ou seja, um parser LL(k) precisa de um contexto para decidir corretamente
que producdo da gramdtica deve ser usada [Fischer e LeBlanc, 1991]. No
caso especifico em que £ = 1 temos que a classe de linguagens descrita por
gramaticas LL(1)-forte é igual a classe de linguagens descrita por graméticas
LL(1) [Fischer e LeBlanc, 1991, Grune e Jacobs, 2006].

Nesta segdo iremos mostrar que a partir de uma CFG LL(k)-forte
podemos gerar uma PEG equivalente que possui a mesma estrutura da CFG.

De modo similar ao que fizemos na secao 4.5.2, iremos assumir que
a gramatica G possui uma estrutura BNF, pois assim cada escolha é uma
subexpressao de uma escolha que estd associada a algum nao terminal A, e a
expressao de parsing inicial da gramética é um nao terminal S.

Antes de discutir a correspondéncia entre CFGs LL(k)-forte e PEGs,
precisamos definir as funcoes FIRSTS e FOLLOWE, que estendem, respec-
tivamente, as funcoes FIRST® ¢ FOLLOWE.

Vamos comegar definindo a fungao FIRSTE como a seguir:
FIRST{ (p) = {taker(z) | G[p] zy 5y}

Na definicao anterior usamos a funcao take, que recebe uma cadeia e
retorna um prefixo dessa cadeia com comprimento menor ou igual a k, como

descrito a seguir:

xy se |xy| < k

take(xy) = {

r se |zy| > k, onde |x| =k

Agora, iremos definir a funcio FOLLOWE, que fornece o conjunto de
cadeias de comprimento k£ que podem seguir um nao terminal.

Vamos usar novamente o simbolo $ para indicar o fim da entrada, onde
$ ¢ T. Quando discutimos gramdticas LL(1), colocamos um tnico simbolo $

no final da entrada. Porém, no caso de gramaticas LL(k)-forte colocaremos k
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para todo A € V :

FOLLOWE(A) = 0
FOLLOWE(S) = {$*}
repita

para toda produgdo A — X1+ Xip | o0 | Xon1 - Xy, -

para toda concatenagao X;i---X;,, :
para j =1 até n; :
se X;; € V entao :
FOLLOWE(X;;) = FOLLOWE(X;;) U

(FIRSTE(X;j41+ - Xin,) ® FOLLOW (A))

até convergir

Figura 4.5: Algoritmo para Computar FOLLOWE dada uma Gramética
LL(k)-Forte G com Estrutura BNF

simbolos $ no final da entrada, de modo que cada nao terminal é seguido por
pelo menos k terminais. Usaremos a notacao $* para indicar uma cadeia de k
simbolos $. A seguir, definimos quando uma cadeia de terminais pertence ao
conjunto FOLLOW de um néo terminal A:

Dada uma gramatica G = (V, T, P, S), temos que takey(y) €
FOLLOWE(A) se ha uma arvore de prova G w$* <5 $% com uma

subdrvore G[A] zy 5 .

Dada a definicao anterior, o lema 4.2.1 nos diz que em toda subérvore
G[A] zy <5 y temos que |y| > k, o que implica que todas as cadeias
em FOLLOWE(A) possuem comprimento k. Assim, nenhuma cadeia de
FOLLOWE(A) é um prefixo de outra cadeia desse conjunto. Esse fato serd 1itil
mais adiante, ao gerarmos uma expressao de parsing para casar os elementos
de FOLLOWE(A).

Podemos computar o conjunto FOLLOWE para todos os nio terminais
A € V usando o algoritmo descrito na figura 4.5, que € similar ao algoritmo da
figura 4.3, onde X;; pode ser ¢, um terminal ou um nao terminal, e a repetigao
converge quando nao ¢é possivel adicionar nenhuma cadeia a nenhum conjunto
FOLLOWE(A).

O operador ® usado na figura 4.5 ¢ definido a seguir:

X ®rY = {take(w) | w e XY}
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Apés definirmos as fungoes FIRST e FOLLOWE | vamos definir o que
¢ uma gramatica LL(k)-forte. Dada uma gramética GG, onde G possui estrutura
BNF, dizemos que G ¢é LL(k)-forte se todas as escolhas p; | p2 associadas a

um nao terminal A de G satisfazem a seguinte condigao:
(FIRSTE (p1) @ FOLLOWE(A)) N (FIRSTE (p2) @ FOLLOWE(A)) = ()
A seguir, temos o exemplo de uma gramética G que é LL(2)-forte:
S — A|B A —ab|C B — a|Cd C —c

Os conjuntos FIRST{ e FOLLOWSE associados aos nao terminais da

gramatica G sao os seguintes:

— FIRSTE(S) = {a, ab, ¢, cd}
— FIRSTS(A) = {ab, ¢}

— FIRST{(B) = {a, cd}

— FIRSTS(C) = {c}

~ FOLLOWE(S) = FOLLOWE(A) = FOLLOWS (B) = {$$}
~ FOLLOWE(C) = {d$, $$}

Se interpretarmos G' como uma CFG, entao L%(G) = {a, ab, ¢, cd }.
Por outro lado, se interpretarmos G como uma PEG temos que L™ (G) =
{a, ab, ¢}. Podemos ver que cd ¢ L™ (G), uma vez que o casamento de
A sempre é bem sucedido quando a entrada possui prefixo c. Portanto, a
gramatica G descreve linguagens diferentes quando interpretada como uma
CFG e quando interpretada como uma PEG.

Ao contréario de graméticas LL(1) com expressdes €, uma simples res-
tricao na ordem das alternativas de uma escolha nao torna a linguagem da
CFG igual a linguagem da PEG. Se mudarmos a escolha A| B associada a
S para B| A, o resultado seria que L™ (G) = { a, ¢, c¢d }. Nesse caso, temos
que ab ¢ L™ (G), uma vez que o casamento de B sempre é bem sucedido
quando a entrada possui prefixo a.

Dada uma gramética LL(k)-forte G, como L“°(G) # L™ (G), para
estabelecer a correspondéncia entre CFGs LL(k)-forte e PEGs iremos gerar

uma nova graméatica G’ a partir da gramdtica G, onde L%(G) = L™ (G').


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611957/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Capitulo 4. Gramaticas Livres de Contexto e PEGs 75

4.6.1
Transformacao de uma CFG LL(k)-forte em uma PEG Equivalente

Para transformar uma CFG LL(k)-forte em uma PEG equivalente iremos
usar, como mencionado na segao 2.3, a expressao de parsing &p como um
agucar sintatico para a expressao !!p. Na discussao a seguir, também usaremos
o fato de que gramaticas LL(k)-forte nao possuem regras recursivas a esquerda,
e portanto sao completas.

Dada uma cadeia de terminais w, usaremos p, para representar a
expressao de parsing correspondente, onde p,, casa w apenas. Como p,, nao
possui nao terminais, o casamento de p é independente da gramética G.

Para transformar uma CFG LL(k)-forte em uma PEG equivalente vamos
precisar definir a funcao auxiliar set2choice, que recebe um conjunto Z, cujos
elementos sao cadeias de terminais, e nos da uma expressao de parsing que

casa os elementos de Z:
set2choice (Z) = puy | Py | +++ | s, ,onde z; € Z

A funcao set2choice nos da uma expressao de parsing que nao possui
nao terminais, de modo que o casamento dessa expressao é independente da
gramética. No caso da gramdtica LL(2)-forte G que apresentamos anterior-

mente, a funcao set2choice dos daria as seguintes expressoes de parsing:

set2choice(S) = set2choice(A) = set2choice(B) = $$ set2choice(C) =d$ /$$

Dada um nao terminal A, como todos os elementos de FOLLOW S (A)
possuem o mesmo comprimento, nenhum elemento pode ser prefixo de outro.
Em virtude disso, a escolha resultante de set2choice(FOLLOWE (A)) é uma
escolha disjunta. Dado um nao terminal A, usaremos ¢(A) para representar
set2choice(FOLLOWE (A)).

A partir de uma gramatica LL(k)-forte G = (V, T, P, S), podemos gerar
uma PEG G' = (V, T, P’, S) equivalente da seguinte maneira:

para toda produgdo A —py | p2 | -+ | pp € P:
P'(A) = pr&op(A) [ pp&op(A) | - ] pu&o(A)

Acima, dado um nao terminal A, usamos &¢(A) para testar se é possivel
casar alguma cadeia € FOLLOWE(A) depois de casar uma alternativa da es-
colha associada a A. Iremos nos referir ao método anterior de obter a gramatica
G’ a partir da gramética G de transformacao LL(k)-PEG. A gramética G’ ob-

tida dessa forma é completa, pois G é completa a transformacao LL(k)-PEG
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Cadeia Vazia — (empty.1) Terminal ——— (char.1)
LI(k) LI(k)
Glel v ~' =z Gla] ax ~~" =z

GIP(A)] ay ¥y

Variavel o , taker(y) € FOLLOWE (A) (varpy,)-1)

GlA] zy

LK) IL(K)
Concatenacao Glpi Jz GLE_ZZE)] gz 2 (con.1)
Glp1p2] zyz ~ z
G IL(K) G L)

Escolha p1] oy WLHE/) (choice.1) 2] 7y L[(ZJ (choice.2)

Glp1[po] 2y ~'y Glp1[pa] xy ~'y

Figura 4.6: Definicao da Relacao % Usando Semantica Natural

nao introduz produgoes recursivas a esquerda, nem expressoes de parsing da
forma p* onde p cada a cadeia vazia.
No caso da gramatica LL(2)-forte G que apresentamos anteriormente, a

transformagao LL(k)-PEG nos daria a seguinte gramética G':

S — A&($$)/ B&($$) A = ab&($8)/C&($$)
B — a&($$)/Cd&($%)  C — c&(d$/$$)

Para provar a equivaléncia entre uma CFG LL(k)-forte G e a PEG G’
obtida através da transformacao LL(k)-PEG, vamos definir uma nova relagao
B que, assim como ~-, relaciona uma gramética G e uma entrada zy com
um sufixo y da entrada. Na figura 4.6, apresentamos a definigao de 2 usando
semantica natural.

Assim como as regras de LB»I), quase todas as regras de % sd0 iguais as
regras de 5. No caso de %), a unica regra diferente ¢ a regra varppp).1, que
trata do casamento de um nao terminal. Na semantica de LB?, o casamento de
um nao terminal A é bem sucedido para uma entrada xy somente quando A
casa um prefixo z da entrada e takey(y) € FOLLOWE(A).

No caso da relagao LB}Q, poderiamos ter definido uma regra varpr).1,
andloga a regra varppp).l, ao invés de ter definido a regra choicerr).2.
Contudo, se definissemos varpr).1, para provar a equivaléncia entre CFGs
LL(1) e PEGs teriamos que gerar uma PEG a partir de uma gramatica LL(1),
de modo similar ao que estamos fazendo para gramaticas LL(k)-forte. Embora
a definicao da regra choicerr1).2 nao seja tao simples quanto o que seria a

defini¢ao da regra varpyi).1, o uso de choicep1).2 nos possibilitou interpretar
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graméticas LL(1) G como CFGs e PEGs e mostrar que L7%(G) = L™(G).
Dadas as defini¢oes de K e de %>, podemos estabelecer a seguinte

correspondéncia entre essas relagdes quando a gramética G é LL(k)-forte:

Lema 4.6.1. Dada uma gramdtica LL(k)-forte G, temos que G[A] zy 5y,
onde takey(y) € FOLLOWE(A), se e somente se G[A] xy Ly

Demonstragio. Trivial, pois quando G[A] xy S5 y com takey(y) €

FOLLOWE(A), a seméantica de 5 torna-se idéntica & seméntica de WO

, A . CFG Li(k) .
Apos estabelecer a correspondéncia entre ~ e ~~, vamos definir o
seguinte lema sobre o casamento de expressoes de parsing que possuem a forma

restrita das expressoes resultantes da funcao set2choice:

Lema 4.6.2. Dada uma expressao de parsing p, onde p so possui subexpressoes
da forma €, a, pips € p1| p2, e onde todas as subexpressoes da forma
1| p2 possuem alternativas disjuntas, temos que p xy o Yy se e somente

se p xy }?»Gy, para quaisquer gramdaticas G e G'.

Demonstracao. A parte = usa inducao na altura da arvore de prova dada por
LI(k) . ~ .
~~' enquanto que a parte < usa inducao na altura da arvore de prova dada
PEG
por ~~.
Dado que as alternativas de uma escolha sao disjuntas e nao ha subex-
pressoes da forma A, é trivial mostrar que o resultado de um casamento é o
mesmo nas duas semanticas. Dado que p nao possui subexpressoes da forma

A, o seu casamento nao depende da gramadtica. O

Agora, vamos usar o lema 4.6.2 para provar o seguinte lema a respeito

LL(k) PEG
do casamento em G usando ~ e do casamento em G’ usando ~~:

Lema 4.6.3. Dada uma gramdtica LL(k)-forte G e uma gramdtica G’ obtida
a partir de G usando a transformagdao LL(k)-PEG, temos que G xy w y se

PEG
e somente se G xy ~y.

Demonstragao. (<): A prova desta parte usa inducdo na altura da arvore
de prova dada por 8.0 caso interessante é quando a expressao de parsing
associada a um nao terminal A é uma escolha p; / po. H4 duas regras em =
relacionadas ao casamento de uma escolha: ord.1 e ord.2.

Se a regra ord.1 foi usada, entdo G'[p; &p(A)] xy =5 y. Pela regra con.1
temos que G'[py] xy = y, e por con.1 e not.1 temos que G'[¢p(A)] y = v/.
Pela hipé6tese de indugao temos que G[p;] xy B y, e pelo lema 4.6.2 temos
que G[¢(A)] y % y'. Assim, pela regra choice.1, temos que G|p; |pa| zy s Y.
Como o casamento de ¢(A) é bem sucedido, entdo takey(y) € FOLLOWE(A),

e pela regra varpu).1 podemos concluir que G[A] xy B Y.
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Se a regra ord.2 foi usada, entdo G'[ps&¢(A)] zy = y. Pela re-
gra con.l temos que G'[ps] zy XSy e por con.l e not.l temos que
G'p(A)] y <5 4. Pela hipétese de inducdo Glps] wy Xy, e pelo
lema 4.6.2 sabemos que G[p(A)] y 5y, Assim, pela regra choice.2, te-
mos que Glp; | po] zy ~5 y. Dado que o casamento de ¢(A) é bem suce-
dido, entao takey(y) € FOLLOWE(A), e pela regra varprg.1 concluimos
que G[A] zy 5 y.

(=): Esta parte da prova usa indugdo na altura da arvore de prova
dada por 4.0 caso interessante ¢é o da expressao de parsing p; | ps, cujas
regras associadas sao choice.l e choice.2. Nesta prova usaremos o fato de
que G possui estrutura BNF, e portanto toda escolha Glp; | p2] zy Y y
possui um consequente G[A] zy ~5 y, onde por varprk)-1 sabemos que
takey(y) € FOLLOWE(A).

Se a regra choice.l foi usada, temos que G[p;] xy Y y, e pela hipétese
de inducio G'[py] zy 5 y. Dado que taker(y) € FOLLOWE(A), como
d(A) casa takey(y) entao G[p(A)] y '~ 3. Pelo lema 4.6.2 sabemos que
G'[p(A)] y %5y e pela regra not.1 temos que G'[&p(A)] y = y. A regra
con.1l nos dé que G'[p; &p(A)] zy = y, e pela regra ord.1 concluimos que
G'lpi/pa) my =y,

Se choice.2 foi usada, entdao G[ps] zy Y y. Como p, casa x, temos
que z € FIRSTE (p2), e dado que taker(y) € FOLLOWE(A) sabemos que
Glp(A)] v ¥ /. Uma vez que G é LL(k)-forte temos que takey(zy) ¢
(FIRSTE (p1) ®x FOLLOWE(A)), e portanto o casamento de p; ¢(A) ndo é
bem sucedido quando a entrada possui prefixo takeg(zy).

Como G’ é completa, pela contrapositiva temos que G’[p; ¢(A)] zy =
fail, logo também temos que G'[py&¢(A)] zy == fail. Dado que
Glps] zy Y y, pela hipétese de indugao temos que G'[ps] xy =
y, e dado que Glp(A)] vy % y', pelo lema 4.6.2 e pela regra not.1
temos que G'[&¢p(A)] y 5 y. Finalmente, pela regra con.l temos
que G'[p&o(A)] xy %5y, e pela regra ord.2 podemos concluir que

G'lp1 ] po) vy =5 y. O

Dada uma CFG LL(k)-forte G e uma PEG G’ obtida a partir de G
através da transformacgao LL(k)-PEG, a proposigao a seguir nos diz que
L(G) = L™ (G):

Proposicao 4.6.4. Dada uma gramdtica LL(k)-forte G = (V, T, P, S) e uma
gramdtica G' obtida a partir de G usando a transformacao LL(k)-PEG, temos

que G w$* 585 se e somente se G w$F 5§k,
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Classe da CFG G

PEG Equivalente

Equivaléncia

Linear a Direita

G’ (transformagao e-End)

CFG PEG
Guw~ecG w~c¢

LL(1)

G (com estrutura BNF)

Gu$Tse G uwsS$

LL(k)-forte

G’ (transformacao LL(k)-PEG)

G w$t ¢k o G wsk T g

Tabela 4.1: Equivaléncia Entre Classes de CFGs e PEGs

Demonstracdo. (=): Dado que G w$* 5 $* ¢ que $¥ € FOLLOWE(S),

pelo lema 4.6.1 temos que G w$

G wsk 75 gk

Li(k)
LN $k7

e pelo lema 4.6.3 concluimos que

(«<): Dado que G’ w$* 25 $% pelo lema 4.6.3 temos que G w$* e $*

e pelo lema 4.6.1 concluimos que G w$F <5 $F.

O

Na tabela 4.1, podemos ver um resumo da correspondéncia que apresen-

tamos entre algumas classes de CFGs e PEGs equivalentes.
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Conclusao

Neste capitulo, vamos discutir alguns trabalhos relacionados e elencar as
contribuigoes deste trabalho.

Embora o surgimento de PEGs tenha gerado um grande interesse pratico
e muitos geradores de parsers baseados em PEGs estejam disponiveis [Grimm,
2006, Terusalimschy, 2009, Piumarta, 2007], o interesse académico por PEGs
mostrou-se reduzido, de modo que a literatura sobre PEGs ¢ escassa.

Na préxima secao discutimos trabalhos relacionados e na segao 5.2

revemos as contribuigoes deste trabalho.

5.1
Trabalhos Relacionados

A formalizacao de PEGs apresentada por Ford foi bastante influenciada
pelo trabalho anterior de Birman [Birman, 1970, Birman e Ullman, 1973], que
definiu TDPL e GTDPL. Varias das propriedades de TDPL e GTDPL foram
depois adaptadas por Ford para PEGs. Se analisarmos as defini¢coes desses
formalismos, podemos ver que as caracteristicas fundamentais de PEGs sao
a nocao de falha e o uso de uma escolha ordenada, pois sao caracteristicas
que também estao presentes em TDPL e GTDPL. Ao contrario de PEGs, o
uso pratico de TDPL e GTDPL foi bastante limitado. Segundo Ford [Ford,
2004], isso se deveu em grande parte ao fato de TDPL e GTDPL terem
sido apresentados como modelos formais para parsers top-down, e nao como
formalismos sintaticos que poderiam ser usados para a descricao de parsers
top-down.

Ford [Ford, 2002, 2004] apresenta PEGs como um formalismo para descre-
ver linguagens que, ao contrario de CFGs, nao permite expressar ambiguidade.
Como o préprio Ford nota, embora o uso de PEGs para descrever algumas
linguagens seja mais conveniente, nem sempre PEGs sao a ferramenta mais
adequada, e o uso de um operador de escolha ordenada introduz o problema
de determinar corretamente a ordem das alternativas. Em seu trabalho, Ford
ressalta a importancia de estudar o relacionamento entre CFGs e PEGs, mas

nao realiza esse estudo nem sugere uma abordagem especifica para estabelecer
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essa correspondencia.

A transformacao II apresentada aqui pode ser facilmente estendida de
modo a converter extensoes usadas por bibliotecas de casamento de padroes
para PEGs. O trabalho de Oikawa et al. [2010] apresenta mais informalmente
a transformacao II, sem mostrar uma prova de corretude da transformacao,
e discute como adapta-la para converter extensoes usadas por bibliotecas de
casamento de padroes para PEGs.

Um outro método para converter expressoes regulares para PEGs é
descrito por Ierusalimschy [Ierusalimschy, 2009]. No método proposto por
Ierusalimschy, uma expressao regular é primeiro convertida para um automato,
e em seguida o automato ¢ convertido para uma PEG. Uma desvantagem dessa
abordagem ¢é que ela nao permite acomodar extensoes usadas por bibliotecas de
casamento de padroes, uma vez que nao poderiamos representar essas extensoes
através de automatos.

Outra tentativa de usar conceitos classicos de parsers top-down prediti-
vos para definir a linguagem de PEGs foi feita por Redziejowski [Redziejowski,
2009], que definiu as funcoes FIRST® e FOLLOWY para PEGs. Contudo,
as funcoes FIRSTY ¢ FOLLOW® usadas por Redziejowski permitem es-
tabelecer apenas de forma aproximada qual é a linguagem definida por uma
PEG.

Alguns geradores de parsers baseados em PEGs, como Rats! [Grimm,
2006], implementam regras especificas quando uma das alternativas de uma
escolha ordenada pode casar a cadeia vazia. No caso de Rats!, nao é possivel
gerar um parser se a gramatica possui uma escolha ordenada onde a alternativa
que casa a cadeia vazia nao ¢ a ultima.

ANTLR [Parr e Quong, 1995, Parr, 2007] é um gerador de parsers
top-down para linguagens LL(k)-forte e foi uma das primeiras ferramentas
a permitir o uso de predicados sintaticos. Quando predicados sintaticos sao
usados, ANTLR gera um parser que pode fazer backtracking. Uma outra
maneira em ANTLR de gerar um parser que faz backtracking é através do modo
de backtracking. Quando esse modo estd habilitado, caso nao seja possivel gerar
um parser LL(k)-forte a partir de uma dada gramaética, é gerado um parser que
tenta casar as alternativas de uma escolha em ordem. Nesse caso, os parsers
gerados por ANTLR implementam a mesma semantica de PEGs [Parr, 2007,
Ford, 2004].

A correspondéncia entre CFGs lineares a direita e PEGs foi apontada
anteriormente por lerusalimschy [lerusalimschy, 2009]. Contudo, uma prova

mais detalhada dessa correspondéncia nao foi apresentada.
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5.2
Contribuicoes

Apresentamos um estudo sobre PEGs e estabelecemos a sua corres-
pondéncia com expressoes regulares e CFGs lineares a direita e LL(k)-forte.

Revimos a formalizacao original de PEGs dada por Ford, apresentamos
uma nova formalizagao de PEGs baseada em semantica natural, e mostramos
a correspondéncia entre a nossa formalizacao e a formalizacao usada por Ford.

Também apresentamos uma formalizacao de expressoes regulares baseada
em semantica natural, e definimos a equivaléncia entre expressoes regulares e
PEGs. Com base nessa definicao de equivaléncia, discutimos a funcao II que
transforma uma expressao regular em uma PEG equivalente e provamos a sua
corretude. Além disso, mostramos como podemos obter expressoes regulares
bem formadas.

No estudo da correspondéncia entre CFGs e PEGs, apresentamos uma
nova formalizacao de CFGs baseada em semantica natural. Essa nova for-
malizacao facilitou o estudo da correspondéncia de CFGs lineares a direita e
LL(k)-forte com PEGs, pois nos permitiu ver claramente quais sdo os pontos
em comum e quais sao as diferencas entre as semanticas de CFGs e de PEGs.
Mostramos que a diferenca principal entre CFGs e PEGs estd na definicao das
regras que tratam de uma escolha, uma vez que a definicao dada para CFGs
faz com que o casamento usando a semantica de pAY seja nao deterministico,
enquanto que a definicao dada para PEGs faz com que o casamento usando a
semantica de ~> seja deterministico.

Mostramos como transformar uma CFG linear a direita em uma PEG
quase idéntica e que descreve a mesma linguagem que a CFG quando conside-
ramos apenas os casamentos onde toda a entrada é consumida.

Discutimos a interpretacao de uma gramatica como uma CFG e como
uma PEG, e provamos que uma gramatica LL(1) sem expressoes ¢ descreve a
mesma linguagem quando interpretada como uma CFG e quando interpretada
como uma PEG.

Em seguida, provamos que uma gramética LL(1) com uma pequena
restricao, a de que somente a ultima alternativa de uma escolha pode casar a
cadeia vazia, descreve a mesma linguagem se a interpretarmos como uma CFG
ou como uma PEG.

Mostramos também como converter uma CFG LL(k)-forte em uma PEG
equivalente que é bastante similar, onde para cada produgdo A — p; | ps na
CFG, ha uma producao A — p; &@(A) / ps #(A) correspondente na PEG.

Além de provar a equivaléncia entre algumas classes de CFGs e PEGs,

outra contribuicao deste trabalho é a abordagem formal que apresentamos para
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estudar o relacionamento entre CFGs e PEGs. Esperamos que essa abordagem
seja usada para estabelecer a correspondéncia entre outras classes de CFGs e

PEGs equivalentes.
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